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Exercicios complementares

Legenda dos niveis:

B Nivel A — Aplicacao direta de defini¢oes e equagoes.

B Nivel B Combinagao de conceitos, estimativas de ordem de grandeza, situacoes
novas.

| Nivel C — Problema desafiador (demonstracao, fenémeno real, ou conexao teorica).

Constantes tteis. Ar a 20°C: ¢s = 343 m/s, po = 1,21 kg/m3, Py = 1,013 x 10° Pa, ya, = 1,4.
Hélio (monoatémico): v = 5/3, m = 4u. Agua: K = 2,2 x 10° Pa, p = 103 kg/m>. Referéncias
actisticas: Lot = 10712 W/m?, Pt = 20 pPa. kg = 1,38 x 10723 J/K, h = 1,05 x 1073* Js.
c=3x10% m/s.
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Lista Suplementar — Ondas Sonoras

Topico complementar (Partes I e 1)
Conteudo: equagao de onda acistica, velocidade do som, ondas planas, fontes, Doppler, Mach,
nao-linearidade, métrica acistica, limite conforme

Problema S.1 ~30 min
[Velocidade do som em um gas de Van der Waals: correcoes moleculares| A
velocidade do som em um fluido é ¢s = \/(0P/0p)s. Para gases reais, a equacao de estado
de Van der Waals introduz corregoes devido as forcas atrativas intermoleculares (parametro
a) e ao volume excluido das moléculas (parametro b):

2
p M

onde M é a massa molar do gas, R é a constante universal dos gases e T' é a temperatura.

(a) Para um processo adiabatico reversivel (dS = 0), a primeira lei da termodinamica
dE,, + Pdv = 0 (onde v = M/p é o volume molar e E,,(T,v) = Cy,,, T —a/v é a

energia interna molar) dita que o gas obedece & relacio T'(v — b)?~! = const, onde
v —1= R/Cy,,. Mostre que a equacao de estado adiabatica pode ser escrita como:

2 ¥
ap M
(P + W) (7 — b) = const .

(b) Mostre que a velocidade do som ¢s = /(0P/0p)s para o gas de Van der Waals é dada
por:

P+ap?/M?  2ap
Cs =4[V — —.
*T\ e —bo/p) 217

(c) Fazendo a expansdo em primeira ordem nos pequenos pardmetros adimensionais de

Van der Waals, = ap?/(M?P) < 1 (atragdo fraca) e y = bp/M < 1 (densidade
moderada), mostre que:

1bp 1 1\ ap?
~ 1+ -— - ——
s+ (3-5) e

onde ¢y = \/vP/p € a velocidade no gas ideal correspondente.

(d) Interprete fisicamente os sinais dos termos corretivos. Por que o volume excluido b
aumenta a velocidade do som, enquanto a atra¢ao intermolecular a a diminui (para
gases mono e diatémicos, onde v < 2)?7

Ref.: Suplemento, Parte I, §1.4—1.6 (Resultados I.1, 1.2)

Problema S.2 ~35 min
[Atenuagao acustica por viscosidade e a fisica do ultrassom|] Ondas sonoras in fluidos
reais sofrem dissipagao devido & viscosidade do meio. Em uma dimensao, a equacao de
Navier-Stokes para um fluido compressivel com viscosidade de cisalhamento p e viscosidade
de volume 7 é:
ou ou oP 0%u
P(E‘i‘u%) Z—a—x"i‘l/effw,

onde veg =N + %;z é o coeficiente de viscosidade efetivo.
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(a) Linearizando esta equagao e a equagao da continuidade d;p + 9,(pu) = 0 em torno do
estado de repouso (pg, Py, ug = 0), e assumindo a relacdo linear de pressio P = c2p,
mostre que a perturbacao de pressao P satisfaz a equacgdo de onda amortecida:

8z~ 952 po 02 \ ot |

(b) Assumindo uma solugio de onda harménica da forma P(z,t) = Payype” “%el(kz=wt)

frequéncia real w e amortecimento fraco (@ < k), substitua-a na equagao de onda e
mostre que:

com

Veft w2

w

k~—, ~ .
Cs 2poc3

(c) Para a agua a 20°C, temos py = 10° kg/m3, ¢, = 1480 m/s, p = 1072 Pa-s e
n=3x 1073 Pa-s. Calcule a distancia de atenuacdo L = 1/a (onde a amplitude cai
por um fator 1/e) para:

(i) Som audivel de frequéncia f = 1 kHz.
(ii) Ultrassom médico de frequéncia f =1 MHz.

Comente sobre a limitagao fisica que a atenuagdo impode a escolha de frequéncia no
diagnostico por imagem (ultrassonografia).

Ref.: Suplemento, Parte I, §1.7-1.8 (impeddncia, intensidade)

Nivel B — Combinacao de Conceitos

Problema S.3 ~35 min
[Doppler acustico sob vento e o cone de Mach sob vento lateral] O efeito Doppler
classico assume que o meio (ar) esté em repouso. Consideremos o efeito de um vento constante
com velocidade w soprando ao longo da linha de propagacao do som.

(a) Uma fonte emite frentes de onda com frequéncia fy. O vento sopra com velocidade w
na diregao da propagacao (da fonte para o observador). A fonte move-se a velocidade
Vfonte € O Observador a veps (ambos em relacdo ao solo e na dire¢ao do vento). Mostre,
por contagem do tempo de chegada de frentes de onda sucessivas, que a frequéncia

observada é:
Cs + W — Ugbs

Cs + W — Vfonte

fobs = fO

(b) A partir deste resultado, prove que se a fonte e o observador estiverem ambos estaci-
onarios em rela¢ao ao solo (Vfonte = Vobs = 0), 0 vento nao altera a frequéncia ouvida
(fobs = fo). Explique a fisica por tras deste cancelamento.

(c¢) Considere agora uma fonte supersonica movendo-se a velocidade v > ¢ na dire¢ao x
sob um vento lateral constante com velocidade w < ¢g na diregao y. As frentes de onda
sao esferas cujo centro é arrastado pelo vento a partir do ponto de emissao. Mostre
que o envelope das frentes (o cone de Mach) é composto por duas retas que passam
pela posigao atual da fonte e que a normal unitaria n = (cos @, sin ) a cada uma dessas
retas (onde € é o angulo que a normal faz com a direcao z) satisfaz:

vecosl —wsinf = +cg .
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(d) Escrevendo v = vv2+w?cosd e w = Vo2 + w?sing, onde ¢ é a diregdo do vento
relativo a trajetoria, determine a inclinagao do cone de Mach e interprete o resultado
geometricamente.

» de Mach

frentes onda

Figura 5.8 — Construcao do cone de Mach cldssico (sem vento). As frentes esféricas emitidas pela fonte
supersénica (v > c¢s) envelopam um cone de semidngulo p. Do tridngulo retangulo (raio da frente csT, avango
da fonte v7): sinp = cs7/(v7) = ¢s/v = 1/Ma. O wvento lateral adiciona uma translagao vertical a cada
circulo, inclinando o cone.

Ref.: Suplemento, Parte II, §2.2-2.3 (Resultados II.3 e Mach)

Problema S.4 ~40 min
[Radiagao multipolar de som: alto-falantes e a lei de Lighthill] Fontes de som
podem ser classificadas de acordo com a simetria de sua oscilagao em monopolos, dipolos ou
quadrupolos.

(a) Um monopolo actistico (como uma esfera pulsante de raio a com oscilacio radial ee“?,
onde € < a) irradia poténcia total dada por Prono = 27Tp0w462a4/cs no limite compacto
ka < 1. Mostre que para manter a mesma poténcia irradiada a 50 Hz que a 200 Hz, a
amplitude de oscilacao € deve ser multiplicada por um fator 16.

(b) Um dipolo acustico ¢ modelado por uma esfera de raio a oscilando rigidamente para
frente e para tras ao longo do eixo z com velocidade U (t) = Upe'*?. No limite compacto

(ka < 1), o campo de pressao no campo distante (r > a) é dado por:
w2p0a3Uo

i(kr—wt)

P(r,0,t) = cosfe .

2¢csr

Mostre que a intensidade média (I) = |P|?/(2pocs) decai como 1/7% e que a poténcia
total irradiada é:

mpowtalUZ

Paip =
P 6¢3
(Dica: a &rea diferencial do elemento de casca esférica é dA = 2mr2sinfdf, e vocé

pode usar o fato de que [ cos? sinfdf = 2/3).

(c) Um alto-falante sem caixa acustica (baffle) funciona essencialmente como um dipolo,
pois as ondas emitidas pela frente e por tras do cone tém fases opostas e se cancelam
lateralmente. Compare as dependéncias em frequéncia Pmono < w? e Pk BS Wl e
explique por que caixas de som sao cruciais para a reproducao de frequéncias graves.
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(d) Turbuléncia em jatos livres gera som na forma de quadrupolos actsticos (descoberta
de M. Lighthill, 1952). A poténcia de um quadrupolo acustico compacto escala como
Puad o w8, Para um jato de didmetro D e velocidade média U, a frequéncia tipica
das flutuagoes turbulentas é w ~ U/D. Mostre por anélise dimensional que a poténcia
sonora irradiada pelo jato escala como:

U8D2
O( /)()75.
Cs

P

Esta é a famosa lei da oitava poténcia de Lighthill. Qual é a consequéncia prética desta
lei para a reducao de ruido em turbinas de avides comerciais modernos (turbofans de
alto bypass)?

Ref.: Suplemento, Parte II, §2.1 (Resultados II.1, I1.2)
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Problema S.5 ~60 min
[Som nao-linear, choques, a métrica acustica e o limite conforme] Este problema
percorre, em uma dimensao, a ponte entre o empinamento nao-linear das ondas sonoras, a
estrutura causal efetiva (“cones de som”) que funda a gravidade analoga, e a velocidade do
som no limite conforme relativistico.

Parte 1 — Invariantes de Riemann e formagao do choque.
Considere as equagdes 1D para um fluido barotrépico P = P(p), com c2(p) = dP/dp:

2
Oep+udep+ pOzu=0, atu+u8xu+c—s‘8xp=0.
p

(a) Definindo Q(p) = :)(cs/p’) dp/, mostre que Ry = u+Q obedecem [0+ (utcs)0y )Ry =
0, ou seja, Ry é constante ao longo das caracteristicas dz/dt = u £ ¢s.

(b) Para um gas ideal (P o p7, logo ¢s o< p{y~1/2) avalie a integral e mostre que Q =

2
po— [cs — cs(po)], de modo que Ry = u & 5 fsl'

(c) Numa onda simples (R— = const), mostre que a velocidade de propagagao de um ponto

d
de dado u & =2 = u + cs = ¢p + Ty (com ¢g = ¢5(pp)). Conclua que as cristas

dt
alcancam os vales — a onda empina.

(d) Para o perfil inicial u(x,0) = u,, sin(kz) (onda simples, u,, < ¢p), mostre que o choque

se forma no instante t, = . Calcule t, e a distancia de formagao ~ ¢yt

(v + 1) umk
para o ar com U, = lm/se A =1m.

Parte 2 — A métrica acustica e o horizonte sonico.

Considere agora pequenas perturbagdes ¢ do potencial de velocidade (u = V¢) sobre
um escoamento de fundo estacionario, irrotacional e barotrépico, com velocidade vg(x),
densidade po(x) e velocidade do som local cs(x).

(e) Partindo da Bernoulli linearizada, mostre que a flutuacdo de densidade é p; =

—%(5& + vy - V)¢1. Substituindo na continuidade linearizada, argumente que ¢; sa-

tisfaz Ou(v/—9 9" 0,¢1) = 0 — a equagao de um campo escalar sem massa na métrica
acustica
ds? = ? — (¢ —vd)dt? — 2wy -dccdt—i—dcc-dcc} .
S

(f) Identifique a condicdo que define um horizonte sénico (analise o coeficiente de dt?).

Interprete-o: por que o som nao consegue escapar de uma regiao onde |vg| > ¢s? Qual

é o anélogo gravitacional?
% %(UOL - cs)‘ . Para
um escoamento que cruza c¢s ao longo de uma escala L, estime Ty ~ hcs/(2nkpL).
Calcule Ty para (i) um analogo em &gua, ¢s ~ 1,5 x 10> m/s e L ~ 1 mm, e (ii)
um condensado de Bose-Einstein, ¢ = 1 mm/s e L ~ 1 pym. Comente por que os
experimentos de gravidade analoga usam BECs ultrafrios.

(g) (Estimativa) A temperatura Hawking analoga é kpTy =
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Parte 8 — O limite conforme relativistico.

Em fisica de altas energias e astrofisica de objetos compactos, lidamos com fluidos relativisti-
cos. O tensor de energia-momento de um fluido perfeito é T*” = (¢+ P)utu” /c?+ Pgh”, onde
€ é a densidade de energia, P é a pressao, c é a velocidade da luz e u* é a quadrivelocidade
(utu,, = —c?).

(h) Um fluido com simetria conforme (sem escala de massa intrinseca) é invariante sob
transformagoes de escala, o que implica que o trago de seu tensor de energia-momento
deve ser nulo (T*, = 0). Mostre que isto impoe a equagao de estado e = 3P.

(i) A velocidade do som relativistica é definida por ¢? = ¢? (‘é—f)s. Mostre que para o

fluido conforme a velocidade do som é exatamente cs = ¢/v/3 =~ 0,577 c.

(j) Discuta brevemente a importancia deste limite para o plasma de quarks e gltons pri-
mordial e para o interior de estrelas de néutrons massivas (onde observagoes recentes
de raios-X e ondas gravitacionais desafiam a conjectura de que a velocidade do som
obedece ao limite conforme ¢s < ¢/v/3 em altas densidades).

Ref.: Suplemento, Parte II, §2.4-2.5 (Resultados II.4, I1.5, II.6); Tong §4.5; Unruh (1981)




