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16 Ondas de Superficie I: Perturbacoes Lineares

Aula 16 — 06/05/2026 (Quarta-feira)
Referéncia: Tong, Cap. 4, §4.1-4.1.2
Objetivos de Aprendizagem

1. Formular as condigdes de contorno em superficie livre (cinemética e dindmica).
2. Linearizar as equacoes para pequenas perturbacoes em torno do repouso.
3. Resolver por modos normais e derivar a relagio de dispersio w? = gk tanh(kH).

4. Interpretar fisicamente a relacao de dispersao e identificar a gravidade como forga restaura-
dora.

Motivacao

Até aqui estudamos fluidos em movimento uniforme ou estacionario. Agora investigamos pertur-
bagoes em torno do repouso — ondas. Ondas em superficies de fluidos sao o fendémeno ondulatério
mais familiar: ondas no mar, num lago, numa xicara de café. Como observou Feynman, elas sao
também o “pior exemplo possivel” de ondas para um curso elementar, porque sao extraordinari-
amente ricas: dispersivas, nao lineares, com varios regimes (adguas profundas, rasas, capilares).
Comegamos pela anélise linear, que ja revela toda essa estrutura.

16.1 Formulacao do Problema

Considere um fluido incompressivel, inviscido, em repouso sob gravidade g = —g2. A superficie
em repouso esta em z = 0 e o fundo rigido em z = —H. Perturbamos a superficie para z = n(x, t),
onde |n| < H.

O escoamento perturbado é irrotacional (partiu do repouso, Kelvin garante w = 0). Logo
u = V¢ com V¢ = 0.

Condig¢oes de contorno

Trés condigoes:
1. Fundo impermeavel:
99

e = 0. (16.1)

z=—H

2. Condigao cineméatica na superficie livre: a superficie é uma fronteira material,
DF/Dt =0 com F = z — n(x,t). Linearizando:

99

99| _
0z

=1 (16.2)
z=0 ot

3. Condigao dinamica (Bernoulli na superficie): a pressdo na superficie livre ¢ a
pressao atmosférica Py. Bernoulli dependente do tempo, linearizado:

99

o +gn=0. (16.3)

z=0

(Absorvemos Py/p numa redefini¢ao de ¢.)
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16.2 Solugao por Modos Normais
Buscamos solugdes na forma de modos normais (ondas planas):
P(x,2,t) = ¢(z) e/ ko) n(z,t) = noel Pt (16.4)
A equacdo de Laplace V2¢ = 0 d& ¢ = k2. Solucdo geral:
b(z) = Acosh(k(z + H)) + Bsinh(k(z + H)).

A condi¢ao de fundo (16.1) impde B = 0. Ficamos com ¢(z) = A cosh(k(z + H)).
Da condigao cinematica (16.2): Aksinh(kH) = —iwnp.
Da condigao dindmica (16.3): —iwA cosh(kH) = —gnp.
Dividindo uma pela outra para eliminar A/nq:

Resultado 16.1 — Relagao de dispersao para ondas de gravidade

w? = gk tanh(kH) (16.5)
A velocidade de fase é:
c= % - %tanh(kH). (16.6)

Ondas de diferentes comprimentos viajam a velocidades diferentes: as ondas de gravidade
de superficie sdo dispersivas.

16.3 Campo de Velocidade
A solucao completa para o potencial é:

wito cosh(k(z + H)) ira—wt)

¢ = Re| = (o) (16.7)
A velocidade tem componentes:
_ W _
Uy = Snh(kH) cosh(k(z + H)) cos(kx — wt), (16.8)
Wijo . .
= —————¢inh H — . 16.
Snh(kH) sinh(k(z + H)) sin(kz — wt) (16.9)

As particulas de fluido descrevem trajetorias aproximadamente elipticas: em aguas profundas,
quase circulares perto da superficie (decaindo exponencialmente com a profundidade); em aguas
rasas, achatadas horizontalmente.

16.4 Exemplo Trabalhado: Ondas num Aquario

Exemplo 16.1. Um aquério tem profundidade H = 30 cm. Calcule a velocidade de ondas com
comprimento A =10 cm e A = 2 m.

Solugao.
A=10cm: k=27/A=628m™ !, kH = 62,8 x 0,3 = 18,8 > 1 (4gua profunda).

cr\/g/k=1+9:8/62,8=0,39m/s.

A=2m: k=314m ! kH = 0,94 (regime intermediario).

c=+/(g/k)tanh(kH) = 1/(9,8/3,14) x tanh(0,94) = 1/3,12 x 0,74 = 1,52 m/s .

4
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A onda longa é quase 4 vezes mais rapida que a curta. O

A relacdo de dispersdao w? = gktanh(kH) é analoga & de um campo quantico massivo num
espago com uma dimensao compacta: kH desempenha o papel da razao entre momento e
massa. Em dguas rasas (kH — 0), w = cok com ¢y = \/gH — relagao linear, nao dispersiva,
aniloga a fotons (ou foénons actsticos). Em aguas profundas (kH — o0), w = \/gk —
dispersao “andémala”, com grupo mais lento que fase. A quantizacéo de ondas de superficie
leva a quasiparticulas chamadas ripplons, relevantes em hélio superfluido.

Resumo

A linearizacio das equacdes de Euler com superficie livre leva a V2¢ = 0 com condicoes cine-
matica e dindmica. Modos normais e/**=%) dao a relagdo de dispersiao w? = gktanh(kH). As
ondas de gravidade sao dispersivas: ondas longas viajam mais rapido.

Leitura Recomendada
e Tong, Cap. 4, §4.1-4.1.2.
e Landau & Lifshitz, Fluid Mechanics, §12.

e Acheson, Elementary Fluid Dynamics, §3.1-3.3.



Mecdnica dos Fluidos — UERJ 2026.1 Mdédulo IV: Ondas e Instabilidades

17 Ondas de Superficie II: Dispersao e Grupos de Onda

Aula 17 — 11/05/2026 (Segunda-feira)
Referéncia: Tong, Cap. 4, §4.1.2 (cont.)

Objetivos de Aprendizagem
1. Analisar os limites de dguas profundas (kH > 1) e rasas (kH < 1).

2. Definir velocidade de fase c e velocidade de grupo ¢4, e calcular ¢4 para ondas de gravidade.
3. Compreender o alargamento de pacotes de onda como consequéncia da dispersao.
4. Calcular a energia e o fluxo de energia em ondas de gravidade.

5. Demonstrar que a energia é transportada com a velocidade de grupo.

Motivacgao

Na aula anterior, derivamos a relagdo de dispersio w? = gktanh(kH). Agora, exploramos
suas consequéncias fisicas: os dois regimes assintoticos (dguas profundas e rasas), o conceito
fundamental de velocidade de grupo, e o transporte de energia por ondas. KEstes conceitos
aparecem em toda a fisica — de eletromagnetismo a mecénica quantica — e sdo universais para
qualquer sistema dispersivo.

17.1 Limites Assintoticos

Resultado 17.1 — Dois regimes de ondas de gravidade

Aguas profundas (kH > 1) Aguas rasas (kH < 1)

Relagao de dispersao w? = gk w? = gHEK?

Velocidade de fase c=/g/k=+/g\/2r c=+/gH

Velocidade de grupo Cg = %c cg=c=+/gH
Dispersao Sim (¢ depende de k) Nao (c independe de k)

Em aguas rasas, ondas de qualquer comprimento viajam & mesma velocidade /gH: é o
regime analogo ao som. Em aguas profundas, ondas longas sdo mais rapidas.

17.2 Velocidade de Fase e Velocidade de Grupo

Velocidade de fase e de grupo

_dw
~dk
A velocidade de fase é a velocidade das cristas individuais. A velocidade de grupo é a
velocidade do envelope de um pacote de ondas — e é ¢4 que transporta energia e informacao.

c= % (velocidade de fase) , s (velocidade de grupo) . (17.1)
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Para a relacio geral w? = gk tanh(kH):

dw ¢ 2kH
= — =—_(14+——). 17.2
T 2 ( * sinh(2kH)> (172)

Nos dois limites: ¢y = ¢/2 (profundo) e ¢4 = ¢ (raso).

Observagao. Em aguas profundas, ¢, = ¢/2: as cristas individuais viajam ao dobro da velocidade
do envelope. Observando um pacote de ondas, vemos cristas “nascerem” na traseira do pacote,
viajarem até a frente, e “morrerem” ali. Este fendmeno é visivel observando-se pedras jogadas
em lagos.

17.3 Dispersao e Pacotes de Onda

Um pacote de ondas localizado é uma superposi¢ao de modos:

n(x,t) = /g—k a(k) =k (17.3)
T

Se a(k) é concentrado em torno de k, expandimos w(k) ~ w(k) + c4(k — k):
) e o) [ OR () eeBtemean, (17.4)
7r

O envelope (integral) se move com velocidade ¢4; a oscilagao rapida, com velocidade c.
Se incluimos o termo de segunda ordem na expansao de w(k), o pacote se alarga com o
tempo: Az ~ /|w”|t. Este é o fenomeno de dispersao propriamente dito.

17.4 Energia em Ondas de Gravidade

A energia de uma onda de gravidade tem duas contribuigoes: cinética (movimento do fluido) e
potencial gravitacional (elevacao da superficie).

Resultado 17.2 — Energia média por unidade de area

1
(B) = 5pgn; (17.5)

com contribuigdes iguais de energia cinética e potencial (equipartigao). O fluxo médio de
energia é:

(F) = (E)c,. (17.6)

A energia é transportada com a velocidade de grupo, nao com a velocidade de fase.

17.5 Exemplo Trabalhado: Ondas de Tsunami

Exemplo 17.1. Um tsunami no Pacifico (H ~ 4 km) tem comprimento de onda A ~ 200 km.
Verifique que esté no regime de aguas rasas e estime a velocidade.

Solucdo. k =27/\ =27/(2 x 10°) = 3,1 x 107° m~ . kH =3,1 x 107° x 4 x 10*> = 0,13 < 1.
Regime de 4guas rasas.

c=+/gH = /9,8 x 4000 ~ 200 m/s ~ 720 km/h .

Velocidade comparavel & de um avido comercial. A amplitude no oceano aberto é apenas ~ 1 m
(quase imperceptivel), mas ao chegar a costa, onde H diminui, a conservacao de energia faz a
amplitude crescer dramaticamente. O
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A relagdo (F) = (E)cy é universal para ondas lineares em qualquer sistema dispersivo
— de ondas eletromagnéticas a ondas de matéria em mecénica quantica. Na mecénica
quéantica, a velocidade de grupo de uma onda de de Broglie com EF = hw e p = hk &
¢g = dw/dk = dE/dp = v: a velocidade classica da particula. Em relatividade, ¢, < ¢
(velocidade da luz) garante causalidade.

Resumo
Aguas profundas: w = \/gk, cg = c¢/2, dispersivo. Aguas rasas: w = /gHk, ¢y = ¢, Nao
dispersivo. Pacotes de onda se movem com ¢4 e se alargam por dispersao. Energia média
(E) = Zpgng com fluxo (F) = (E)c,. Tsunamis: 4guas rasas, ¢ ~ 200 m/s.
Leitura Recomendada

e Tong, Cap. 4, §4.1.2 (continuagao).

e Landau & Lifshitz, §12.

e Acheson, §3.4-3.5.
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18 Tensao Superficial, Capilaridade e Ondas Capilares

Aula 18 — 13/05/2026 (Quarta-feira)
Referéncia: Tong, Cap. 4, §4.1.3

Objetivos de Aprendizagem

1. Explicar a origem molecular da tensao superficial v e seus efeitos macroscopicos.
2. Enunciar a equagao de Young-Laplace e calcular a sobrepressao em bolhas e gotas.

3. Aplicar a relagao de Young para o angulo de contato e deduzir a ascensao capilar (lei de
Jurin).

4. Modificar a condi¢@o de contorno dindmica para incluir tensao superficial.
5. Derivar a relagao de dispersao completa (gravidade + tensao superficial).

6. Definir o comprimento capilar £. e o nimero de Weber We.

Motivagao

Até aqui, desprezamos as forcas que atuam na superficie do fluido. Porém, a nivel molecular,
moléculas na superficie tém menos vizinhas que no interior, resultando numa energia por unidade
de drea — a tensao superficial . Seus efeitos sdo dramaticos para gotas pequenas, bolhas, e
ondas curtas (“ondulagdes” na superficie de um café). A tensdo superficial modifica a relagao de
dispersao e introduz um novo regime: as ondas capilares.

18.1 Tensao Superficial e Equacao de Young-Laplace

Tensao superficial

A tensdo superficial v é a energia por unidade de &rea da interface, com unidades [J/m?] =
[N/m]. Valores tipicos (a 20°C): agua/ar ~ 0,073 N/m; mercurio/ar ~ 0,47 N/m; etanol/ar
~ 0,022 N/m.

Uma superficie curva exerce uma diferenca de pressao entre os dois lados:

Resultado 18.1 — Equagao de Young-Laplace

1

1
AP = Pyentro — Prora = Y (R_l + R_2) =TIK (181)

onde R; e Ry sdo os raios de curvatura principais e K = 1/Ry + 1/Rs é a curvatura média.
Para uma esfera de raio R: AP = 2y/R. Para um cilindro: AP = ~/R.

Exemplo 18.1 (Sobrepressao numa bolha de sabao). Uma bolha de sabao de raio R = 1 cm,
v =~ 0,03 N/m (filme de sab@o). A bolha tem duas superficies (interna e externa), logo AP =
4y/R = 4 x 0,03/0,01 = 12 Pa. Pequena comparada & pressio atmosférica (~ 10° Pa), mas
suficiente para manter a forma esférica. O
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18.2 Angulo de Contato e Ascensio Capilar

Quando trés fases coexistem — liquido (L), gas (G) e solido (S), por exemplo agua, ar e vidro
de um tubo — a linha triplice onde se encontram nao é arbitraria: a configuragao de equilibrio
é fixada por um balancgo de tensoes superficiais. Cada par de fases contribui com uma tensao de
superficie (energia por unidade de area da interface entre elas): yrg, vsa, vsr- O equilibrio das
componentes paralelas & parede sélida da a relagao de Young:

Resultado 18.2 — Relagao de Young para o dngulo de contato

| vse = ysL +1wa cosbe | (18.2)

onde 6, é o angulo de contato medido dentro do liquido. Casos extremos: 6. < /2
caracteriza um liquido que “molha” o solido (wetting); 6. > /2, um liquido que repele o
solido (non-wetting). Agua em vidro limpo: 6. ~ 0 (molhamento perfeito). Merctirio em
vidro: 6. ~ 140°.

Ascensao capilar: a formula de Jurin

A consequéncia fenomenologica mais conhecida é a ascensdo capilar. Considere um tubo cilin-
drico de raio R mergulhado verticalmente num liquido (densidade p, tensao superficial v = yr.¢)
que molha o vidro com dngulo .. O menisco no interior do tubo é aproximadamente uma calota
esférica de raio de curvatura R’ = R/ cosf.. Pela equacao de Young-Laplace, a pressao imedia-
tamente abaixo do menisco ¢ menor que a pressao atmosférica por 2y cosf./R. Essa depressao
é compensada por uma coluna hidrostatica de altura h:

_ 2vycosf.
pgR
(lei de Jurin, 1718). Note que h > 0 (ascensao) se 6, < 7/2 (molhamento), e h < 0 (depressao)

se 0. > m/2 (mercirio em vidro). Numericamente, para dgua em vidro com R = 0,5 mm:
h a2 x0,073/(10% x 9,8 x 5 x 107*) ~ 3 cm, em bom acordo com a observagio em tubos finos.

h (18.3)

Observagao. A lei de Jurin é exata para tubos com R < /. (onde a forma do menisco é dominada
por tensdo superficial e bem aproximada por uma calota esférica). Para R 2 /., a forma do
menisco ¢ distorcida pela gravidade e a formula superestima h. E essa transicdo que define ..
como escala natural — introduzida formalmente a seguir.

18.3 Comprimento Capilar

A competicao entre gravidade e tensao superficial define uma escala de comprimento natural:

Comprimento capilar

x
Py

0, = (18.4)

Para escalas L < ¢.: tensao superficial domina. Para L > {.: gravidade domina. Para 4gua:
le =~ 2,7 mm.

O ntimero de Weber compara inércia e tensao superficial:

2
We = p[{yL. (18.5)

10 —
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We > 1: inércia domina (jatos, gotas fragmentando). We < 1: tensao superficial domina (gotas
esféricas).
18.4 Relacao de Dispersao com Tensao Superficial

A tensao superficial modifica a condi¢cdo dindmica na superficie: a pressao logo abaixo ¢ P =
Py — vk. Para ondas 1D com 7(z,t) pequeno, k ~ —9n/dz%. A condi¢io dinamica linearizada
torna-se:

¢

at

z=0 71 P 8332
Repetindo a anélise da Aula 16:

Resultado 18.3 — Relacao de dispersao completa

w? = (gk n 1/&‘) tanh(kH) (18.6)
p

c=4/ +lk. (18.7)

A velocidade de fase ¢(k) tem um minimo em k = k. = +/pg/y = 1/l., ou seja, para
Ae = 21l =~ 1,7 cm (4gua). A velocidade minima é:

Em &4guas profundas (kH > 1):

ENISY

4 1/4
Comin = (%) ~23cm/s (igua). (18.8)

e )\ > ). ondas de gravidade (gravidade domina, ¢ ~ y/g/k, ondas longas mais rapidas).

e )\ < ). ondas capilares (tensao superficial domina, ¢ ~ \/vk/p, ondas curtas mais
rapidas!).

A existéncia de uma velocidade minima ¢y, significa que um objeto movendo-se a v < Cpin
sobre a superficie da 4gua ndo gera ondas — é o analogo hidrodindmico da radiacao de
Cherenkov: uma particula carregada emite radiagao eletromagnética apenas se v > ¢/n
(velocidade da luz no meio). Em superfluidos de hélio, a velocidade critica de Landau para
emissao de fénons desempenha papel andlogo.

Resumo

Tensao superficial v: energia por unidade de area de interface. Young-Laplace: AP = ~k.
Relagao de Young fixa o angulo de contato 6.; lei de Jurin h = 2y cosf./(pgR) para ascensao
capilar em tubo fino. Comprimento capilar ¢, = /v/(pg) ~ 2,7 mm (adgua). Relagao de
dispersdo completa: w? = (gk + vk3/p) tanh(kH). Ondas de gravidade (A > \.) vs. capilares
(A < \¢), com velocidade minima ¢y .
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Leitura Recomendada
e Tong, Cap. 4, §4.1.3.
e Kundu, Cohen & Dowling, §1.9.
e Acheson, §3.9.

19 —
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19 Instabilidades I: Rayleigh-Taylor e Rayleigh-Plateau

Aula 19 — 18/05/2026 (Segunda-feira)
Referéncia: Tong, Cap. 5, §5.1.4 € §5.2
Objetivos de Aprendizagem

1. Compreender o método geral de analise de estabilidade linear.

2. Derivar a instabilidade de Rayleigh-Taylor (fluido pesado sobre leve) e calcular a taxa de
crescimento.

3. Derivar a instabilidade de Rayleigh-Plateau (coluna de liquido) e explicar por que jatos se
fragmentam em gotas.

4. Identificar os papéis estabilizadores e desestabilizadores de gravidade e tensao superficial.

Motivagao

Até agora, estudamos ondas que oscilam — perturbagoes estaveis. Mas nem todo equilibrio é
estavel. Se colocamos um fluido pesado sobre um leve (dgua sobre 6leo, virado de cabega para
baixo), a gravidade tenta inverter a configuragao: qualquer perturbagao cresce exponencialmente.
Se um jato de adgua sai de uma torneira, ele se fragmenta em gotas. HEssas sdo instabilidades —
e entendé-las é tao importante quanto entender as ondas, pois instabilidades determinam os
padroes que emergem na natureza.

19.1 O Método de Analise de Estabilidade Linear
O procedimento é universal:
1. Encontrar o estado base (equilibrio estacionario).
2. Perturbar: u=ug+u', P=Py+ P, n=ny+n,com || <]
3. Linearizar: manter apenas termos de primeira ordem nas perturbacoes.

i(kz—wt)

4. Modos normais: 7 e com w possivelmente complexa.

5. Critério: se Im(w) > 0 para algum k, a perturbagao cresce exponencialmente — instavel.

19.2 Instabilidade de Rayleigh-Taylor

Considere dois fluidos imisciveis de densidades p; (superior) e ps (inferior), em repouso sob
gravidade, com interface plana em z = 0. Se p; > pa (pesado sobre leve), esperamos instabilidade.

A analise segue 0 mesmo caminho da Aula 16: escoamento potencial em cada fluido, conti-
nuidade de pressdo na interface, e condigdo cinematica. O resultado para aguas profundas de
ambos os lados:

Resultado 19.1 — Relagao de dispersao de Rayleigh-Taylor

_ k3
BT U ) R (19.1)
p1+ p2 p1+ p2

onde incluimos tensao superficial v na interface.

13 —
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Analise:

Se p1 < p2 (leve sobre pesado): w? > 0 para todo k — oscilacdes estaveis (ondas de gravidade
na interface, como na Aula 16).

Se p1 > p2 (pesado sobre leve) e v = 0: w
crescimento exponencial. A taxa de crescimento é:

2 < 0 para todo k — w = +ic com o > 0:

(p1 — p2) gk
p1+ p2

(19.2)

Perturbagoes de comprimento de onda curto (k grande) crescem mais rapido — mas isso ¢
fisicamente irrazoével e indica que um mecanismo estabilizante para k grande falta.
Com 7 > 0: a tensao superficial estabiliza ondas curtas. w? < 0 apenas para k < k., onde:

_ 1 )
PO A ) S A (19.3)
g & (p1—=p2)g

O comprimento capilar da interface /™ generaliza o £, = \/7v/(pg) da Aula 18 substituindo a
densidade do fluido pela diferenca de densidades através da interface — a quantidade fisicamente
relevante para a competicao entre gravidade e tensao superficial num arranjo Rayleigh-Taylor.
A taxa maxima de crescimento ocorre em kyax = ke/ V/3, e o comprimento de onda mais instavel

& Amax = 273 /ke.
Observagao. A instabilidade de Rayleigh-Taylor é onipresente: inversao de camadas em estrelas
(supernovas), mistura de combustivel e oxidante em motores de combustao, confinamento iner-
cial de plasma para fusdo nuclear. Em astrofisica, ela é responsével pelas “colunas” visiveis na
Nebulosa da Aguia.

19.3 Instabilidade de Rayleigh-Plateau

Um cilindro de liquido de raio R (como um jato de 4gua de uma torneira) é instavel a perturbagoes
de comprimento de onda suficientemente longo.

Argumento fisico: considere uma perturbagdo que cria regioes mais finas e mais grossas
alternadamente. A pressao capilar (Young-Laplace) ¢ maior nas regides finas (raio menor, cur-
vatura maior) e menor nas grossas. O gradiente de pressao resultante empurra fluido das regioes
finas para as grossas, amplificando a perturbacao.

Argumento energético: o critério kR < 1

A anélise dindmica completa requer escoamento potencial num cilindro e fungoes de Bessel
modificadas (ver Tong §5.2). Aqui apresentamos um argumento termodindmico simples que
captura a esséncia do critério.

Considere um cilindro de raio Ry perturbado para

R(z,t) = Rg + e cos(kz), le]l < Ry .

A conservacdo de volume sob esta perturbacdo fixa o raio médio: ao se desenvolver (R?) =
Rg + €2/2 em segunda ordem, vé-se que o raio do cilindro inalterado deve ser ligeiramente
menor, Ry — Ro(1 — &2/ 4R(2)), para preservar volume. A area lateral, expandida até segunda

ordem em ¢, ¢ (céalculo direto a partir de A =27 [ R\/1 + (0,R)?dz):

AA _ &

_— = 2R _1). 19.4
A 4R3<kR0 ) (19.4)
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A energia capilar ¢ £, = vA. A perturbagao baiza a energia (e portanto ¢ favoravel) precisamente
quando AA < 0, isto é, kRy < 1. Acima dessa fronteira (kRy > 1), a perturbagdo aumenta a
area e é estabilizada pela tensdo superficial. Assim recuperamos o critério sem precisar resolver
a dindmica.
A analise dindmica completa (Tong §5.2) fornece a taxa de crescimento o(k) em termos da
funcao de Bessel modificada I;:
I{(kRy)

2 2 2 p2
= —— (kRo) (1 — k*R, 19.5
o pRg ( 0)( 0) I]_(kRO) ? ( )

e a maximizac¢ao numérica da kRy =~ 0,697 (Apax ~ 9,01 Rp). O argumento energético acima ja
contém a parte essencial — o fator (1 — k2R2), que controla o sinal.

Resultado 19.2 — Instabilidade de Rayleigh-Plateau

O jato é instavel para kR < 1, ou seja, para perturbagoes com comprimento de onda:

A > 27 R (comprimento da circunferéncia) (19.6)

A taxa de crescimento méaxima ocorre em kR = 0,7, dando Apax = 9,0 R. Este é o espaga-
mento tipico entre gotas observado em jatos que se fragmentam.

Exemplo 19.1 (Gotas de uma torneira). Uma torneira produz um jato de raio R ~ 2 mm.
Esperamos fragmentacao em gotas espacadas por Apax ~ 9 X 2 = 18 mm, com raio de gota
r dado pela conservagao de volume: %wr?’ = TR?Amax, 1080 7 = (3RZAmax/4)Y? =~ (3 x 4 x
18/4)'/3 mm ~ 3,8 mm. Compativel com a observagio. O

A instabilidade de Rayleigh-Plateau é um belo exemplo de competigdo entre modos: per-
turbagoes curtas (kR > 1) sao estabilizadas pela tens@o superficial (aumentariam a éarea),
enquanto perturbagoes longas (kR < 1) reduzem a area total e sdo favorecidas termodina-
micamente. A esfera ¢ a forma de menor area para volume dado (teorema isoperimétrico), e
a instabilidade é o mecanismo pelo qual a natureza “prefere” esferas a cilindros. Em teoria
de cordas, a instabilidade de Gregory-Laflamme de cordas negras é o analogo gravitacional
da instabilidade de Rayleigh-Plateau.

Resumo

Rayleigh-Taylor: fluido pesado sobre leve é instavel; taxa o ~ \/gk Ap/p; tensdo superficial
estabiliza k > k.. Rayleigh-Plateau: jato cilindrico instével para A > 27w R; espacamento de
gotas ~ 9R. O método geral: linearizar — modos normais — w? < 0 indica instabilidade.

Leitura Recomendada
e Tong, Cap. 5, §5.1.4 (Rayleigh-Taylor) e §5.2 (Rayleigh-Plateau).
e Acheson, §9.1-9.2.
e Kundu, Cohen & Dowling, §11.1.

— 15 —
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20 Instabilidades II: Kelvin-Helmholtz e Critério de Richardson

Aula 20 — 20/05/2026 (Quarta-feira)
Referéncia: Tong, Cap. 5, §5.1-5.1.8

Objetivos de Aprendizagem

1. Derivar a instabilidade de Kelvin-Helmholtz para uma camada de cisalhamento entre dois
fluidos.

2. Compreender o mecanismo fisico: amplificacado de ondulagoes pela diferenga de velocidade.
3. Analisar os efeitos estabilizadores de gravidade e tensdo superficial.
4. Definir o nimero de Richardson e enunciar o critério de estabilidade.

5. Reconhecer a relevancia da instabilidade de K-H em atmosfera, oceano e astrofisica.

Motivagao

A instabilidade de Kelvin-Helmholtz (K-H) é talvez a mais ubiqua de todas as instabilidades de
fluidos: ela ocorre sempre que dois fluidos (ou duas camadas do mesmo fluido) se movem com
velocidades diferentes. O vento soprando sobre o mar gera ondas (pelo menos em parte) pela
instabilidade K-H. Nuvens Kelvin-Helmholtz — com seu padrao ondulado caracteristico — sao
uma das demonstragoes mais fotogénicas de mecénica dos fluidos. Em astrofisica, K-H opera em
jatos relativisticos, ventos estelares, e discos de acregao.

20.1 A Instabilidade de Kelvin-Helmholtz

Considere dois fluidos semi-infinitos separados por uma interface plana em z = 0. O fluido
superior (z > 0) tem densidade p; e velocidade Uj &; o inferior (z < 0), p2 e Us &.

Procedendo como nas aulas anteriores (perturbagao n = noei(kx_“’t), potencial em cada fluido,
continuidade de pressao e condi¢ao cinematica), obtemos:

Resultado 20.1 — Relagao de dispersao de Kelvin-Helmholtz

(p1 + p2)w? — 2(p1 U1 + pala)kw + (p1UT + p2U3)k* = (p2 — p1)gk + vk® (20.1)

(Incluindo gravidade e tensao superficial, com a conven¢ao g apontando para z < 0, fluido 2
abaixo.)

Caso mais simples: py = p2 = p, v =0, sem gravidade
Uy =U, Uy =0. A relag@o de dispersao se simplifica:

KU U

5 (20.2)

O modo com Im(w) > 0 cresce como ¢*V*/2: instavel para todo k. Ondas curtas crescem mais
rapido. A taxa de crescimento é o = kU/2, proporcional tanto a k quanto a U.

Mecanismo fisico: onde a interface se levanta, o fluido superior (mais rapido) precisa
percorrer um caminho mais longo, acelerando e reduzindo a pressao (Bernoulli). Essa baixa
pressao “puxa’ a interface para cima, amplificando a perturbagao.

16 —
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Efeito da gravidade (p2 > p1, estratifica¢do estdvel)

A gravidade é uma forca restauradora que se opoe & instabilidade para ondas longas. H4 instabi-
lidade apenas se a diferenga de velocidade é suficiente para vencer a estabilizagao gravitacional.
Efeito da tensao superficial

A tensao superficial estabiliza ondas curtas (k grande), exatamente como em Rayleigh-Taylor.
A combinagao de gravidade + tensao superficial pode estabilizar todos os modos para diferenca
de velocidade suficientemente pequena.

20.2 O Numero de Richardson

Para quantificar a competigao entre cisalhamento (desestabilizador) e estratificacao (estabiliza-
dor), define-se:

Numero de Richardson

4 /
) 9 1z p_ N2
Ri— ( & )2 ~ a7 (20.3)
dz

onde N = /—(g/p)dp/dz é a frequéncia de Brunt-V4iisila (frequéncia natural de osci-
lagao de parcelas deslocadas verticalmente num fluido estratificado).

Resultado 20.2 — Critério de Richardson

Para escoamento cisalhante estratificado de forma continua:

1
Ri > 7 o todo ponto = escoamento estavel (condigao suficiente) (20.4)

Se Ri < 1/4 em alguma regiao, o escoamento pode ser instavel (condigao necesséria, mas nao
suficiente). Este é o critério de Miles-Howard (1961).

Interpretagao: Ri mede a razao entre a energia potencial que uma parcela ganha ao ser
deslocada verticalmente (efeito estabilizador da estratificacdo) e a energia cinética disponivel no
cisalhamento (efeito desestabilizador). Se a estratificacdo é suficientemente forte (Ri > 1/4), o
cisalhamento nao consegue “deslocar” parcelas o suficiente para gerar instabilidade.

20.3 Exemplo Trabalhado: Vento Sobre o Mar

Exemplo 20.1. O vento sopra sobre a superficie do mar com velocidade U = 5 m/s. Tome
par = 1,2 kg/m?, psgua = 10° kg/m?, v = 0,073 N/m. Determine quais comprimentos de onda
sao instaveis.

Solugao. Tomamos U; = U (ar acima), Uz = 0 (d4gua em repouso abaixo), e usamos a relag¢ao
de dispersao completa (20.1) — com gravidade e tensao superficial. O critério de instabilidade
(w? < 0) torna-se:
po2 e o (p2—p) gk 4k’
2 s '
(p1+ p2) p1+ p2
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O lado esquerdo ¢é o termo desestabilizador (cisalhamento); o direito ¢ o estabilizador (gra-
vidade para k pequeno, tensao superficial para k grande). O ponto-chave é o pré-fator inercial:
como po > p1,

P2 P19 %1078,

(p1+p2)%  p2
O acoplamento K-H entre os dois fluidos é muito fraco — o ar tem inércia muito menor que a
adgua, e arrasta a interface com pouca eficiéncia. Resolvendo a desigualdade quadratica em k,
encontra-se que apenas uma faixa estreita de ondas curtas (na vizinhanga de A\. ~ 1,7 cm, regime
capilar) torna-se instavel, e somente para U > Uiy =~ 6,6 m/s — a chamada velocidade critica
de Kelvin. Para U = 5 m/s, o sistema ¢ linearmente estéavel.

Interpretagao fisica. As grandes ondas do oceano ndo sao geradas pelo mecanismo K-H sim-
ples descrito aqui. Elas surgem por transferéncia ressonante de energia do vento turbulento
a superficie, via os mecanismos de Phillips (1957) e Miles (1957): perturbagoes de pressao turbu-
lentas no ar excitam ondas com a mesma velocidade de fase, transferindo energia continuamente.
A anélise linear K-H é apenas o inicio da historia das ondas de mar geradas pelo vento. O

20.4 Aplicagoes Geofisicas e Astrofisicas

A instabilidade K-H é observada em:

e Atmosfera: nuvens K-H (padrao “ondulado” em camadas de cisalhamento); clear-air tur-
bulence em aviagao.

e Oceano: mistura em camadas de cisalhamento entre correntes; formagcao de ondas internas.

e Astrofisica: jatos relativisticos de AGNs; interface entre vento solar e magnetosfera; discos
de acregao.

e Fusao nuclear: instabilidade na interface ablacao-combustivel em fusao por confinamento
inercial.

Conexao com Fisica Teorica

As instabilidades de Rayleigh-Taylor e Kelvin-Helmholtz sdo exemplos de bifurcagdes em
sistemas de dimensao infinita. Em linguagem de sistemas dindmicos, o estado base perde
estabilidade quando um autovalor do operador linearizado cruza o eixo imaginério. O critério
de Richardson Ri > 1/4 é analogo a critérios de estabilidade em mecanica hamiltoniana
(estabilidade linear de equilibrios). Em turbuléncia quéntica (superfluidos, condensados de
Bose-Einstein), a instabilidade K-H entre componentes do superfluido gera estruturas de
vortices quantizados — uma ponte entre hidrodindmica classica e fisica quantica.

Resumo do Mé6édulo IV

Este modulo explorou dois temas interligados: ondas e instabilidades. Ondas de gravidade de
superficie: w? = gktanh(kH), com regimes de aguas profundas e rasas. Dispersdo, velocidade
de grupo, e transporte de energia. Tensao superficial adiciona ondas capilares e define £, =
\V/7v/pg. Instabilidade de Rayleigh-Taylor: fluido pesado sobre leve. Rayleigh-Plateau: jatos se
fragmentam em gotas para A > 27 R. Kelvin-Helmholtz: camada de cisalhamento é instével;
critério de Richardson Ri > 1/4 para estabilidade em fluidos estratificados.
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Leitura Recomendada
e Tong, Cap. 5, §5.1-5.1.3.
e Acheson, §9.3-9.4.
e Kundu, Cohen & Dowling, §11.3.
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