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1 Introducgao a Mecanica dos Fluidos

Aula 1 — 09/03/2026 (Segunda-feira)
Referéncia: Tong, Cap. 1, §1.1
Objetivos de Aprendizagem

1. Explicar o que é um fluido e enunciar a hipdtese do continuo, identificando suas condigoes
de validade.

2. Definir os campos fundamentais — densidade p(x,t) e velocidade u(x,t) — e distinguir
entre as descrigoes Euleriana e Lagrangiana.

3. Compreender por que a mecéanica dos fluidos é universal: todos os fluidos sdo governados
pelas mesmas equagoes.

4. Reconhecer a pressao como um campo dindmico que atua na superficie de parcelas de fluido.

Motivacao
Quando aquecemos qualquer substéncia — um metal, um géis nobre, ou mesmo o plasma de
quarks e gliions nos primeiros instantes apés o Big Bang —, a matéria escoa. E, notavelmente,

o escoamento de todas essas substéncias é governado pelo mesmo conjunto de equacgoes. Esta
universalidade espantosa é o ponto de partida do nosso curso.

No cotidiano, fluidos estao em toda parte: o ar que respiramos, a agua que bebemos, o sangue
que circula em nossas veias, as correntes ocednicas que regulam o clima. A mecénica dos fluidos
explica por que avides voam (e por que, embaragosamente, Santos Dummond voou antes que
os fisicos pudessem explicar adequadamente a sustentacao!), como o petréleo flui em dutos, e
como a din&dmica atmosférica se traduz em previsao do tempo. Neste curso, construiremos as
equacoes que governam todo esse movimento e exploraremos a extraordinaria diversidade de
comportamentos que emergem delas.

1.1 O que é um Fluido

Na classificagao elementar, a matéria se apresenta em trés fases: solida, liquida e gasosa. Liquidos
e gases sao ambos exemplos de fluidos. De maneira intuitiva, um fluido é uma substéncia que
escoa quando submetida a uma tensao de cisalhamento — isto é, que se deforma continuamente
sob acao de forgas tangenciais, por menores que sejam. Um sélido, em contraste, resiste a
deformagao e retorna ao seu estado original quando a forga cessa (dentro do regime elastico).

Do ponto de vista microscopico, um fluido é um sistema formidavelmente complexo: algo
como 10?3 atomos ou moléculas, cada um seguindo sua prépria trajetéria sob a acdo de forcas
intermoleculares. Contudo, a maior parte desse movimento microscépico é efémero e irrelevante
para a dindmica macroscopica. O que importa sdao os padroes coletivos de longo alcance no
tempo e no espaco. E esses padroes estao intimamente ligados a leis de conservagao universais —
conservacao de massa, momento e energia. E essa conexao profunda que explica a universalidade
da mecénica dos fluidos.

1.2 A Hipétese do Continuo

O estudo da mecénica dos fluidos comecga com uma aproximacao fundamental: a hipdtese do
continuo. Tratamos o fluido como um meio continuo, indivisivel, ignorando sua estrutura
atomica. Sob essa hipotese, o estado do fluido é descrito por campos suaves e continuos:

— 3 —
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e A densidade p(x,t) — massa por unidade de volume no ponto x e instante ¢;

e A velocidade u(x,t) — velocidade macroscopica média do fluido no ponto x e instante t.

A aproximacao é excelente quando olhamos em escalas muito maiores que as distancias inte-
ratomicas. A escala relevante é o livre caminho médio ¢ — a distancia média que uma molécula
percorre entre colisoes. Para o ar & pressdo atmosférica, £ ~ 70 nm; para a agua liquida,
{ ~ 0,3 nm. Para quantificar a validade, define-se 0 nimero de Knudsen:

14
= _ 1.1
Kn T (1.1)

A hipotese do continuo requer Kn < 1, onde L é a escala macroscopica de interesse.

Observagao. Ao adotar a descricdo continua, ignoramos a vasta maioria do movimento micros-
copico dos constituintes. A temperatura ambiente, moléculas de um gés se movem a ~ 102 m/s,
mas esse movimento é aleatério. O campo u(x,t) captura apenas o movimento médio, macros-
copico. Existe um estado com u = 0 — fluido “em repouso” — mesmo que microscopicamente
haja agitacdo térmica intensa.

1.3 Os Campos Fundamentais e a Descrigao Euleriana

Uma vez aceita a hipdtese do continuo, a mecéanica dos fluidos se torna uma teoria cldssica
de campos: o estado do sistema é especificado por campos definidos em todo o espago e em
todo instante. Os campos primarios sao p(x,t) (escalar), u(x,t) (vetorial) e P(x,t) (escalar —
pressao, a ser discutida na Aula 3).

Nesta descri¢ao, & é uma posi¢ao fiza no espag¢o. Os campos representam as propriedades do
fluido que passa pelo ponto @ no instante ¢. Essa perspectiva é chamada de descrigao Euleriana
— como uma rede de sensores fixos distribuidos pelo fluido.

Para estudantes de fisica teorica, vale notar a analogia com a eletrodindmica: assim como
E(x,t) e B(x,t) descrevem o estado eletromagnético, p e u descrevem o estado do fluido. A
mecénica dos fluidos é uma teoria de campos classica — com a diferenca crucial de que as
equacoes sao nao lineares.

1.4 A Descricao Lagrangiana

Ha uma perspectiva alternativa. Em vez de fixar a posi¢ao, podemos sequir uma parcela especifica
de fluido ao longo do seu movimento. Uma parcela inicialmente em xg estaré, no instante ¢, na
posigao X (t;x¢) determinada por:
dX
dt
Essa perspectiva é a descrigao Lagrangiana. Note as aspas em “particulas de fluido™ nao se
trata de atomos individuais, mas de parcelas macroscopicas que mantém sua identidade.

Comparacao das duas descrigoes

e Euleriana: “O que estd acontecendo no ponto x neste instante?” Campos: p(x,t),
u(x,t).

—w(X(), 1),  X(0)=. (1.2)

e Lagrangiana: “O que acontece com esta parcela ao longo do tempo?” Trajetoria:
X(t;CC()).

Para escoamentos estacionarios (Qu/0dt = 0), ambas convergem.
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1.5 Exemplo Trabalhado: Estimativas de Ordem de Grandeza

Exemplo 1.1 (Namero de Knudsen em trés cenarios). Estime Kn para: (a) ar ao redor de um
automovel; (b) sangue em uma arteriola (d ~ 30 um); (c) reentrada atmosférica a 100 km.

Solucao.
(a) Ar atmosférico: £~ 7 x 1078 m, L ~ 4 m:

1—8
an%zleo—?

A hipétese do continuo é excelente.
(b) Sangue (suspensdo aquosa): £~ 3 x 1071%m, L =3 x 107 m:

Kn~107°.

Descrigao continua valida (para d > tamanho da hemacia ~ 8 pm).
(c) A 100 km: p ~ 107" kg/m3, £ ~ 0,1 m, L ~ 3 m:

Kn ~ 0,03.
Na fronteira de validade. Para altitudes maiores, Kn > 1: regime de fluzo molecular livre. O

Conexao com Fisica Teoérica

A universalidade da mecéanica dos fluidos tem raizes profundas. As equagoes que governam
um fluido sao equagoes para a evolugao temporal de quantidades conservadas. Na linguagem
moderna, a mecanica dos fluidos é uma teoria efetiva de baixas energias: descreve a dindmica
nas escalas longas, independentemente dos detalhes microscopicos. O plasma de quarks e
glions no RHIC/LHC, o fluido de elétrons em grafeno, e até a dinamica do horizonte de
eventos de um buraco negro obedecem as mesmas equacoes.

Resumo

Um fluido é um meio que se deforma continuamente sob tensdo de cisalhamento. A hipétese do
continuo permite descrevé-lo por campos suaves — p(x,t) e u(x,t) — desde que Kn = ¢/L < 1.
A descricao Euleriana fixa a posicao; a Lagrangiana segue parcelas. As equacoes sdo universais
porque codificam leis de conservagao fundamentais.

Leitura Recomendada

e Tong, D. — Lectures on Fluid Mechanics, Cap. 1, §1.1.

e Landau, L.D. & Lifshitz, E.M. — Fluid Mechanics, Butterworth-Heinemann, 22 ed., 1987,
§1.

e Acheson, D.J. — FElementary Fluid Dynamics, Oxford University Press, 1990, §1.1.
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2 Cinemaéatica dos Fluidos

Aula 2 — 11/03/2026 (Quarta-feira)
Referéncia: Tong, Cap. 1, §1.1.1-1.1.4
Objetivos de Aprendizagem

1. Definir e calcular a derivada material D/Dt, interpretando-a como a taxa de variagdo se-
guindo o fluido.

2. Distinguir entre linhas de corrente, trajetorias (pathlines) e linhas de emissao (streaklines).
3. Deduzir a equagao da continuidade a partir da conservagao de massa.

4. Enunciar a condigao de incompressibilidade V - u = 0 e definir a fun¢ao de corrente ).

Motivagao

Na aula anterior, definimos os campos fundamentais. Agora precisamos de ferramentas para
descrever como o fluido se move — a cineméatica — antes de perguntar por que se move (dindmica,
Aulas 3 e 4). A questao central: como expressar a taxa de variagdo de uma grandeza quando o
“observador” é arrastado pelo escoamento? A resposta — a derivada material — é o conceito-
chave desta aula.

2.1 Linhas de Corrente, Trajetoérias e Linhas de Emissao

Existem trés formas principais de visualizar um escoamento:

Trajetorias (pathlines)
Uma trajetéria ¢ o caminho percorrido por uma parcela ao longo do tempo:

d
d—‘f = u(z(t), t). (2.1)
Linhas de corrente (streamlines)

Uma linha de corrente ¢ tangente a u(x,t) em cada ponto, num instante fizo t:

dx
= = u(x(s), t) [t fixo]. (2.2)

Sao uma “fotografia instantanea” do campo de velocidade. Em 2D: dz/u; = dy/us.

Linhas de emissao (streaklines)

Uma linha de emissao ¢ o conjunto de posigoes, no instante ¢, de todas as parcelas que passaram
por um dado ponto &g em instantes anteriores. E o que vemos ao injetar fumacga ou corante num
ponto fixo.

Resultado 2.1 — Coincidéncia dos trés tipos de linhas

Para escoamentos estacionarios (0u/dt = 0), trajetorias, linhas de corrente e linhas de
emissao coincidem. Para escoamentos dependentes do tempo, em geral diferem.
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Exemplo 2.1 (Escoamento nao estacionario). Considere u(x,t) = (ayt, ) com «, 5 > 0. As
trajetorias, obtidas integrando & = ayt e y = [, sdo cubicas: x = xg + %y0t2 + %Bt3. As linhas
de corrente (para t( fixo) sao pardbolas: © = xo+ ayotos+ %aﬁtos2. A diferenca ilustra que esses
conceitos sao distintos para escoamentos transientes.

2.2 A Derivada Material

Seja ¢(x,t) um campo escalar qualquer. Se seguimos uma parcela de fluido cuja trajetoria é
x(t), o valor de ¢ ao longo dessa parcela é qS(:z:(t), t). Sua taxa de variagao total é:

o _ 06 a¢

Derivada Material
D¢ ¢
_r = T . 2.
Di Bt + u-Vo (2.3)

O primeiro termo ¢é a variagao local (ponto fixo). O segundo, u- V¢, é a variacao advectiva
— mudanga devida ao transporte da parcela para uma regiao onde ¢ tem valor diferente.

A derivada material é a ponte entre as descricbes Euleriana e Lagrangiana. Para campos
vetoriais:

Du ou
Dt 8t

O termo nao linear (u - V)u seré responsavel por grande parte da riqueza — e da dificuldade —
da mecéanica dos fluidos.

+(u Vu (2.4)

Observagao (Interpretagao fisica). Imagine que vocé esta num barco a deriva num rio. A tempe-
ratura da dgua que vocé mede muda por duas razdes: (1) a temperatura local varia com o tempo
(aquecimento solar); (2) o rio leva vocé para uma regiao de temperatura diferente. A derivada
material captura ambos os efeitos.

2.3 A Equacgao da Continuidade

A primeira equacao da mecéanica dos fluidos expressa o fato mais simples: massa se conserva
localmente. Considere um volume fixo V' com superficie S = dV. A massaem V é M =
fv pdV. Conservagao de massa exige:

/apV——/pudS:i/VfwﬂV,
S 14

onde usamos o teorema da divergéncia. Como vale para todo V:

Resultado 2.2 — Equagao da Continuidade

ap
§+V( w) =0 (2.5)

Aqui p é a densidade de massa e J = pu ¢é a densidade de corrente de massa. A equacao
tem a mesma forma que a conservagao de carga em eletrodindmica: dpq,/0t + V - J; = 0.

Usando a derivada material: D
p

V-u=0. 2.6
Ty TPV u= (2.6)

— 7 —
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2.4 Fluidos Incompressiveis

Na maior parte deste curso, trataremos o fluido como incompressivel (p constante). Nesse
caso:

Resultado 2.3 — Condigao de Incompressibilidade

(2.7)

O campo de velocidade é solenoidal. Fisicamente: o volume de qualquer parcela se conserva.

A incompressibilidade é valida quando |u| < ¢s (velocidade do som). A razdo |u|/cs é o
namero de Mach (Ma). Para ar: ¢; ~ 340 m/s; para dgua: ¢; ~ 1500 m/s. O fenémeno
excluido por esta aproximacao é o som.

Observagao. A condigao Dp/Dt = 0 é mais fraca que p = const: permite um fluido estratificado
onde diferentes parcelas tém diferentes densidades (relevante em oceanografia).

2.5 A Funcao de Corrente

Para fluidos incompressiveis com V - u = 0, podemos escrever u = V x A. Para escoamentos
2D no plano (z,y), tomamos A = (0,0,¢(x,y,t)):

Funcgao de Corrente ) — coordenadas cartesianas

_ 9y 9y
oy’ Ox
A condigdo V - u = 0 é automaticamente satisfeita. As linhas ¢ = const sao as linhas
de corrente: como u - Vi = 0, a velocidade é tangente a essas curvas.

(5% Uy = (2.8)

Em coordenadas polares (r,6):

1o o

—;%, U@Z—ar . (29)

Uy

2.6 Exemplo Trabalhado: Fonte e Sumidouro em 2D

Exemplo 2.2. Considere u = -2 # em coordenadas polares, onde Q tem dimensdes [m?/s].

2T
Solucgao.
(a) Incompressibilidade: V - u = %%(r Up) = %% (%) =0parar#0. v
(b) Funcgao de corrente: De u, = %8—7’5 = %, obtemos ¢ = %. As linhas de corrente

(0 = const) sao retas radiais.
(c) Interpretacdo: Q > 0: fonte pontual; @ < 0: sumidouro. A vazao total fu-dS = Q,
independente de r. O

A equacao da continuidade é o protétipo de uma lei de conservagao local. Na fisica tedrica,
leis de conservagao decorrem de simetrias (teorema de Noether). A conservagao de massa
estd associada & simetria de reparametrizagao das etiquetas Lagrangianas. Na eletrodina-
mica, a conservacao de carga tem simetria U(1). Como veremos, o escoamento potencial em
2D é matematicamente idéntico a eletrostatica 2D — a equacgao de Laplace é a mesmal
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Resumo

Trajetorias, linhas de corrente e linhas de emissao coincidem apenas para escoamentos estacio-
narios. A derivada material D¢/Dt = 0¢ /0t +u- V¢ mede a taxa de variagao seguindo o fluido.
A equacgdo da continuidade dp/0t + V - (pu) = 0 expressa conservacao local de massa. Para
fluidos incompressiveis, reduz-se a V - u = 0, e a funcao de corrente 1 parametriza escoamentos
2D com 1 = const sendo linhas de corrente.

Leitura Recomendada
e Tong, D. — Lectures on Fluid Mechanics, Cap. 1, §1.1.1-1.1.4.
e Landau, L.D. & Lifshitz, E.M. — Fluid Mechanics, §1.

e Kundu, P.K., Cohen, .M. & Dowling, D.R. — Fluid Mechanics, Academic Press, 6* ed.,
2015, §3.1-3.3.
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3 Forcas e Tensoes em Fluidos

Aula 3 — 16/03/2026 (Segunda-feira)
Referéncia: Tong, Cap. 2, §2.1.1 e Cap. 3, §3.1
Objetivos de Aprendizagem

1. Classificar as forgas em forgas de corpo e forgas de superficie.

2. Definir o tensor de tensoes 0;; ¢ demonstrar que ele é simétrico.
3. Deduzir a pressao hidrostatica e o principio de Arquimedes.

4. Definir o tensor de tensoes viscosas para fluidos Newtonianos.

5. Reconhecer o tensor de taxa de deformagao Ej;.

Motivagao

Nas duas aulas anteriores, estabelecemos a cinematica de fluidos. Agora, passamos a dindmica:
quais forcas causam o movimento? Na mecanica de particulas, listamos as forcas e aplicamos
F = ma. Em fluidos, a questao é mais sutil: as forcas agem sobre superficies de parcelas. Isso
leva ao tensor de tensdes — uma generalizacao da pressao. Pense em mel escorrendo de uma
colher: a viscosidade é uma “forga de atrito interna” que retarda o escoamento.

3.1 Tipos de Forcas em Fluidos

As forgas sobre uma parcela ocupando volume V' com superficie S = 0V se dividem em:
Forgas de corpo (volume): atuam sobre todo o volume, proporcionalmente & massa.
Exemplo principal: gravidade, f = pg. Forca total: Fiorpo = fv fdav.
Forcas de superficie: atuam na superficie da parcela, exercidas pelo fluido circundante
(presséo, cisalhamento viscoso). Forca total: Fyup = |, g fsdS.

3.2 O Tensor de Tensoes

Para descrever as forcas de superficie, precisamos de um objeto que relacione a orientacao da
superficie (n) com a forca exercida: o tensor de tensoes o;;(x,t).

Observagao (Nota para a turma — Tensores de ordem 2). Esta é provavelmente a primeira vez
que muitos de vocés encontram um tensor de ordem 2. A ideia é simples: um vetor precisa de
um indice (3 componentes); o tensor de tensoes precisa de dois indices (9 componentes em 3D)
porque relaciona duas diregoes: a orientacao da superficie e a direcao da forca.

Tensor de tensoes

A forca por unidade de area sobre uma superficie com normal 7 é:

5.)

usando a convengao de soma de Einstein: indice repetido (j) implica soma sobre j = 1,2, 3.

Observagao (Convengao de soma de Einstein). Sempre que um indice latino aparece exatamente
duas vezes no mesmo termo, uma soma esta implicita. Exemplo: a;b; = a1b1 +a2bo+a3bs = a-b.

10 —
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Interpretagao: o;; ¢ a forca na diregao i sobre uma face com normal na direcao j. Compo-
nentes diagonais (011) sdo tensoes normais; componentes fora da diagonal (o12) sdo tensoes de
cisalhamento.

A pressdao como caso especial

Para um fluido em repouso, a tunica forga de superficie é a pressao, que é isotropica:
Oij = —P 5ij . (3.2)

O sinal negativo é convencional: pressdo positiva comprime.

Simetria do tensor de tensoées
Proposigao 3.1. O tensor de tensoes € simétrico: o;; = 0j;.

Demonstracao. Considere um cubo infinitesimal de lado L. As tensoes 012 € 091 produzem um
torque ao redor do centro:
T = L3(0'12 — 0‘21) + O(L4) .

O momento de inércia escala como I ~ pL°. A aceleragio angular seria o = 7/I ~ (019 —
021)/(pL?). Se o012 # 091, terfamos o — oo quando L — 0 — fisicamente absurdo. Logo,
012 = 091 (e analogamente para todos os pares). O]

Esse argumento — “torques infinitos sdo proibidos” — é tipico da mecénica de meios conti-
nuos.

3.3 Pressao Hidrostatica e Principio de Arquimedes
Para fluido em repouso (u = 0) num campo gravitacional f = —pg 2, o equilibrio exige:
VP=pg=—pgz. (3.3)

Para p uniforme, integrando:

Resultado 3.1 — Pressao Hidrostatica

P(z) = Py — pgz (3.4)

onde Py é a pressao na superficie (z = 0). A pressdo aumenta com a profundidade (z < 0).
Cada ~ 10 m de profundidade em &gua = aumento de = 1 atm.

Para um objeto imerso, a forca do fluido sobre ele é:

F:—/PdS:—/VPdV:—/pgdv:pﬂuido‘/imersogé-
S \% \%

Resultado 3.2 — Principio de Arquimedes

O empuxo sobre um corpo imerso é igual ao peso do fluido deslocado:

Fempuxo = Piuido Vimerso ¢ (dirigido para cima) (3.5)

O corpo flutua se peorpo < Puido-
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Observagao. A pressao hidrostatica Py — pgz pode ser absorvida redefinindo P — Py — pgz + P’,
de modo que a equacao dinAmica envolve apenas P’. Isso permite ignorar a gravidade em muitos
problemas — um truque utilizado extensivamente no restante do curso.

3.4 Fluidos Newtonianos e o Tensor de Tensoes Viscosas

Quando o fluido se move, surgem forgas adicionais de atrito interno (viscosidade). O tensor de
tensoes geral é:
Oij = -P 5z'j + Tij (3.6)

onde 7;; ¢ o tensor de tensoes viscosas. Para um fluido Newtoniano (tensdo viscosa li-
near nas derivadas de velocidade) e isotropico, a forma é fixada por invariancia rotacional. A
combinacao relevante é o tensor de taxa de deformagao:

Taxa de deformacao (strain rate tensor)

1 c’)ul ou;
E;jj == . 3.7
b 2 (c’)azj + 8:}01) ( )
E;j é a parte simétrica do gradiente de velocidade. Quantifica a deformacao (estiramento e
cisalhamento), excluindo rotagao pura.

Note que Ej; se anula para rotacao rigida u = € x & (exercicio instrutivo para a lista). Para
fluido Newtoniano incompressivel:

Resultado 3.3 — Tensor de tensoes para fluido Newtoniano incompressivel

Oi5 = —-P (5,~j 4= 20 Eij (38)

onde 41 é a viscosidade dinamica [Pa-s]. A viscosidade cinemaética é v = yu/p [m?/s].

Valores tipicos de p a 20°C: ar ~ 1,8 x 1075 Pa - s; agua ~ 1073; mel ~ 2-10; vidro fundido
~ 1012,
3.5 Exemplo Trabalhado: Atmosfera Isotérmica

Exemplo 3.1. Use a lei dos gases ideais e a condigdo hidrostéatica para encontrar P(z) na
atmosfera, assumindo temperatura constante 7.

Solugao. Condicao hidrostatica: dP/dz = —pg. Gas ideal: P = pkgT/m, logo p = Pm/(kgT):
dP mg

dz  kgT

EDO separavel com solugao:

kT
=

P(z)=PRe#"  H
H é a escala de altura. Para ar (M ~ 29 g/mol, T ~ 250 K):

kT 1,38 x 107% x 250
T mg | 4,8x10726x 938

H ~ 7,3 km
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No topo do Everest (~ 8,8 km): P~ Pye 12 ~ 0,30 Py — cerca de 30% da pressdo ao nivel do
mar. O

Conexao com Fisica Teorica

O tensor de tensoes o;; tem papel que vai além dos fluidos. Em relatividade geral, o tensor
energia-momento 7}, generaliza o;; para incluir densidade de energia e fluxo de momento.
A equacao de Euler é o limite nao relativistico de V, 7" = 0 para um fluido perfeito:
T = (p + P/c*)utu” + Ppt”. Além disso, a decomposi¢ao de d;u; em parte simétrica
(E;j) e antissimétrica (€2;; — vorticidade) corresponde a decomposicao em representagoes
irredutiveis de SO(3): spin 2 (trago + simétrico sem trago), spin 0 (trago) e spin 1 (antissi-
métrico).

Resumo

Forgas em fluidos se dividem em forgas de corpo (o volume) e de superficie (o< area). O tensor
de tensoes o;; especifica a forca de superficie: f; = o;;n;; é simétrico pelo argumento dos torques
infinitos. Em repouso, 0;; = —Pd;;, levando a pressao hidrostatica e ao principio de Arquimedes.

, _ . . B _ 1 4
Para fluidos Newtonianos em movimento: o;; = —P0d;; + 2uk;;, onde E;; = 5(82-11]- + 0ju;) € o
tensor de taxa de deformacao e p a viscosidade.

Leitura Recomendada
e Tong, D. — Lectures on Fluid Mechanics, Cap. 2, §2.1.1 e Cap. 3, §3.1-3.1.1.
e Landau, L.D. & Lifshitz, E.M. — Fluid Mechanics, §2.
e Kundu, P.K., Cohen, I.M. & Dowling, D.R. — Fluid Mechanics, §2.3-2.4, §4.1-4.3.
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4 A Equacao de Euler

Aula 4 — 18/03/2026 (Quarta-feira)
Referéncia: Tong, Cap. 2, §2.1
Objetivos de Aprendizagem
1. Deduzir a equagao de Euler a partir da conservagao de momento.
2. Reformula-la como lei de conservacao, identificando o tensor Il;;.
3. Enunciar as condigdes de contorno para fluidos ideais (impermeabilidade).
4. Deduzir a conservacao de energia e o teorema de Bernoulli.

5. Aplicar Bernoulli: tubo de Venturi, efluxo de Torricelli.

Motivacao

Nas trés aulas anteriores, construimos todo o andaime: definimos o que é um fluido (Aula 1),
sua cineméatica (Aula 2) e as forcas que atuam sobre ele (Aula 3). Estamos agora prontos para
escrever a equagao de movimento — a sequnda lei de Newton para fluidos. Quando ignoramos
a viscosidade, obtemos a equagao de Euler, publicada por Leonhard Euler em 1757. E uma
das mais antigas e importantes equagoes de campo da fisica — anterior em quase um século as
equagoes de Maxwell.

4.1 Dedugao: Segunda Lei de Newton para Fluidos

Considere um volume fixo V' com superficie S = dV. O momento linear total em V é P =
fv pudV. Pela segunda lei de Newton, dP/dt = for¢as. Mas o momento em V muda nao so6
por forcas, mas também porque fluido entra ou sai de V carregando momento.

Fluxo de momento pela superficie

Um elemento dS na superficie deixa escapar, em tempo d¢, um volume (u - 1) dS dt de fluido.
O momento carregado é pu (u - n)dS dt. Logo:

Fluxo de momento = /(pu) (u-dS).
S

Incluindo pressao e forcas de corpo:

G |y == [ uiu-as) - |

Pds+/fdv.
dt Jy S v

Usando o teorema da divergéncia e a incompressibilidade (p constante, V - u = 0):

/Vp[%:%—(U-V)u]dV:/v[—VPjtf]dV.

Como vale para todo V:
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Resultado 4.1 — Equacao de Euler

Du
" — _VP 4.1
P = VP (4.1)
ou, expandindo a derivada material:
ou
P E‘F(UV)U =—-VP+ f. (4.2)

Juntamente com V - u = 0: 4 equagbes para 4 incognitas (u, P). A equagao é nao linear
em u pelo termo (u - V)u.

Interpretagao termo a termo:

e pOJu/0t: variagao local do momento por unidade de volume;
e p(u-V)u: advecgao de momento pelo escoamento (termo nao linear);
e —VP: forca de pressao (de alta para baixa pressao);

e f: forcas externas (gravidade, etc.).

Observagcao. Uma pressao constante P uniforme nao exerce for¢a: apenas gradientes de pressao
importam. Se o fluido empurra um vizinho, o vizinho empurra de volta com forca igual. O efeito
liquido é zero sem diferenca de pressao.

4.2 A Equagao de Euler como Lei de Conservacao de Momento

Na auséncia de forgas externas (f = 0), a equagao de Euler pode ser escrita na forma canoénica
de conservacao:

8(pu1) 8Hij
oy T 4.
ot om0 (4:3)
onde

é o tensor de fluxo de momento. Ele tem duas contribuicoes: (i) pu;u; — transporte advectivo
de momento; (ii) Péd;; — fluxo de momento devido & pressao.

A estrutura dpmom /0t+0(fluxo) /0z = 0 é a forma canodnica de conservagao local. A novidade:
a quantidade conservada (momento) é vetorial, entdo o fluxo é um tensor de ordem 2.

Observagao. Se fizermos um furo numa caixa com fluido sob pressao, o fluido escapa e a taxa de
momento saindo é proporcional a P. Pressao é, literalmente, fluxo de momento — manifestacao
macroscoépica do momento dos dtomos em agitacao térmica.

4.3 Condicoes de Contorno

Na superficie de um corpo sélido, para fluido ideal:

Condicao de contorno — fluido ideal

u-n =0 (na superficie do solido) (4.5)

Impermeabilidade: a componente normal se anula; a componente tangencial ¢ livre (o
fluido pode deslizar sem atrito).

15 —
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Contraste com fluidos viscosos (Mddulo I1I): na equagao de Navier-Stokes, a condigao é
u = 0 na superficie (no-slip — nao deslizamento). A diferenca entre essas duas condicoes gera
toda a fisica da camada limite de Prandtl.

4.4 Conservagao de Energia e o Teorema de Bernoulli

Usamos a identidade vetorial
ux (Vxu)=iVu]?-(u-V)u (4.6)

para reescrever a equacao de Euler. Tomando o produto escalar com u, para forga conservativa
f = —V o e fluido incompressivel:

O (L) +V - (wH) =0, (4.7)

onde definimos a fungao de Bernoulli:

Funcgao de Bernoulli

H=1plu+P+o (4.8)

Soma da energia cinética por unidade de volume, da pressdo e da energia potencial. A
equagao (4.7) é a conservagao local de energia.

Para escoamento estacionario (Ou/dt = 0), a equagao se reduz a u - VH = 0:

Resultado 4.2 — Teorema de Bernoulli

Para escoamentos estacionarios de fluidos ideais, incompressiveis, sob for¢a conservativa:

1
2P |u|? + P + ® = constante ao longo de cada linha de corrente (4.9)

Atencao: H pode ter valores diferentes em linhas de corrente diferentes. A constancia é ao
longo de cada linha, nao no espago todo.

Fisicamente: onde o fluido é rapido (|u|? grande), a pressdo é baixa, e vice-versa.

4.5 Exemplo Trabalhado: Tubo de Venturi

Exemplo 4.1. Agua escoa de forma estacionaria por um tubo horizontal que se estreita de secao
A para segdo a < A. Velocidade na segao larga: U; pressdo: P4. Determine velocidade e pressao
na secao estreita.

Solugao.
Passo 1 — Conservagao de massa (fluido incompressivel, vazao constante):
A
UA=uwe =— u=U—. (4.10)
a
Como A > a: velocidade na secdo estreita é maior, u > U.
Passo 2 — Bernoulli ao longo de uma linha de corrente (tubo horizontal, ® = const):
1pU? + Py =Lpu® + P, . (4.11)
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Substituindo u = UA/a:

Py = Pa+ $pU”

1— (gﬂ (4.12)

Como A > a: (A/a)? > 1e P, < Ps. A pressdo diminui na segio estreita.

Pode parecer contra-intuitivo (“o fluido esta sendo comprimido!”), mas a logica de Bernoulli
é clara: é precisamente a queda de pressao que causa a aceleragao de U para u.

Aplicagao: o tubo de Venturi é usado em medidores de vazao. O mesmo principio explica
o funcionamento de um pulverizador: o estreitamento reduz a pressao abaixo da atmosférica,
sugando liquido de um reservatorio.

4.6 Exemplo Adicional: Effluxo de Torricelli

Exemplo 4.2. Um grande tanque aberto contém é&gua até altura h. Um pequeno orificio na
base permite a saida de agua. Qual a velocidade de saida?

Solugao. Bernoulli entre a superficie livre (1) e o orificio (2):

Ponto 1 (superficie): |ui| =0, Pi = Patm, 21 = h.

Ponto 2 (orificio): |ug| = v, Py = Patm, 22 =0.

O+Patm+pgh:%pv2+Patm+0-

Teorema de Torricelli

v=+/2gh (4.13)

A velocidade de saida é idéntica & de um corpo em queda livre de altura h — resultado
elegante: a agua horizontal sai como se tivesse “caido” verticalmente.

A equagao de Euler pode ser derivada de um principio variacional. A agdo é

= / at / & [Lplul — p@ — f(p)],

onde f(p) codifica a equagao de estado. As equagoes de Euler-Lagrange produzem a equa-
¢ao de Euler e a equacado da continuidade simultaneamente. A pressdo emerge como um
multiplicador de Lagrange associado & restricao de incompressibilidade! Essa formulacao,
desenvolvida por Clebsch e aperfeigoada por V.I. Arnold nos anos 1960, conecta a mecanica
dos fluidos ao formalismo Hamiltoniano e & geometria de grupos de difeomorfismos. A me-
cénica dos fluidos ideal possui a mesma elegincia variacional que a mecénica de particulas
e a eletrodindmica.

Resumo

A equacao de Euler, p Du/Dt = =V P + f, é a segunda lei de Newton para fluidos ideais. Pode
ser reescrita como conservacao de momento: 0(pu;)/0t+ 01l;;/0x; = 0, com Il;; = puu; + Pdjj.
Condigao de contorno: u-n = 0 (impermeabilidade). A conservagao de energia leva ao teorema
de Bernoulli: %p\u|2 + P + ® = const ao longo de linhas de corrente estacionéarias. Bernoulli
explica a aceleragao em estreitamentos (queda de pressao) e o effluxo de Torricelli (v = v/2gh).
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Leitura Recomendada
e Tong, D. — Lectures on Fluid Mechanics, Cap. 2, §2.1 (incluindo §2.1.1-2.1.4).
e Landau, L.D. & Lifshitz, E.M. — Fluid Mechanics, §2 e §5.
e Acheson, D.J. — FElementary Fluid Dynamics, §1.2-1.4.
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