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24 Turbuléncia I: Fenomenologia e Médias de Reynolds

Aula 24 — 08/06/2026 (Segunda-feira)
Referéncia: Tong, Cap. 6, §6.1-6.1.1

Objetivos de Aprendizagem

1. Descrever a fenomenologia da turbuléncia: sensibilidade a condigbes iniciais, ampla faixa de
escalas, dissipacao.

2. Realizar a decomposi¢ao de Reynolds: w = U + du, com (du) = 0.

3. Deduzir as equacoes RANS (Reynolds-Averaged Navier-Stokes) e identificar o tensor de
tensoes de Reynolds.

4. Formular o problema do fechamento (closure problem) e explicar por que ele é fundamental.

5. Definir energia cinética turbulenta e discutir o conceito de viscosidade turbulenta.

Motivagao

Chegamos ao grande tema final do curso: a turbuléncia. Quando o nimero de Reynolds excede
um valor critico (Regriy ~ 103), o escoamento laminar se desestabiliza e d4 lugar a um movimento
aparentemente cadtico, com estruturas em muitas escalas — dos redemoinhos visiveis em rios
até as microscopicas flutuagoes que dissipam energia em calor. A turbuléncia é onipresente: a
fumaga de um cigarro, a mistura do leite no café, os ventos atmosféricos, a convec¢do no interior
de estrelas, o plasma interestelar. E também o maior problema aberto da fisica classica. Nosso
tratamento serd fenomenolégico e dimensional, sem pretensao de resolver o problema, mas com
o objetivo de compreender suas caracteristicas fundamentais.

24.1 O que é Turbuléncia?

A turbuléncia nao possui definicao matemaética precisa. Podemos, entretanto, listar suas caracteristicas

definidoras:

1. Irregularidade: o campo u(x,t) varia de forma aparentemente aleatéria. Embora governada
pela equacao de Navier-Stokes (deterministical), a sensibilidade extrema as condi¢oes iniciais
torna previsoes detalhadas impossiveis — o sistema é cadtico.

2. Ampla faixa de escalas: ha estruturas (vortices, “eddies”) desde a maior escala do
escoamento L até uma escala microscopica ¢y < L. O ntmero de graus de liberdade efetivos
escala como (Re)?/* — para um avido (Re ~ 107), sdo ~ 10'¢ graus de liberdade.

3. Difusividade aumentada: a turbuléncia mistura quantidades (momento, calor, espécies
quimicas) muito mais eficientemente que a difusdo molecular. A “viscosidade turbulenta’
pode ser ordens de grandeza maior que a molecular.

4. Tridimensionalidade e vorticidade: turbuléncia plenamente desenvolvida é essencialmente
3D. O estiramento de vortices (Dw/Dt = (w - V)u + vV>2w), mecanismo puramente 3D, é
central na transferéncia de energia entre escalas.

5. Dissipacgao: a turbuléncia é fortemente dissipativa. Se ndo é alimentada por uma fonte de
energia externa, decai rapidamente.
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Observagao. A equagdo de Navier-Stokes é deterministica, mas a turbuléncia parece aleatoria.
Né&o hé contradi¢do: a dependéncia sensivel as condigoes iniciais (“efeito borboleta”) é uma
propriedade genérica de sistemas dindmicos nao lineares com muitos graus de liberdade. A
abordagem estatistica ndo é uma capitulacao, mas o Gnico caminho pratico — exatamente como
a mecénica estatistica ndo ¢ uma “derrota” da mecénica newtoniana, mas a forma adequada de
tratar 1023 particulas.

24.2 A Decomposicao de Reynolds

A ideia central de Reynolds (1895) é decompor cada grandeza numa parte média e uma flutuagao:

Decomposicao de Reynolds

u(zx,t) =U(z,t) + du(x,t), P(z,t) = (P)(x,t) + 0P(z,t), (24.1)

onde a média é definida por uma média temporal sobre um intervalo 7' (grande comparado
as flutuacoes turbulentas, pequeno comparado & variacao do escoamento médio):

U, 1) = (u) = % / ) at. (24.2)
t

Por construgao: (du) =0, (§P) = 0.

Propriedades da média de Reynolds:
e Linearidade: (au + bv) = a(u) + b(v).
e Comuta com derivadas: (Ou/dz;) = O{u)/0z;.
e Idempoténcia: ((u)) = (u), (U - du) = U - (du) = 0.
e Mas: (du; duj) # 0 em geral! E este termo quadrético que complica tudo.

Incompressibilidade: como V -4 = 0 e a média comuta com derivadas, temos V -U = 0 ¢
V - du = 0 separadamente.

24.3 A Equagao RANS

Substituimos u = U + du e P = (P) 4+ ¢ P na equacao de Navier-Stokes e tomamos a média:

Resultado 24.1 — Equacgao RANS (Reynolds- Averaged Navier-Stokes)

ouU; oU; O(P) 9 OR;;
— +U; =—— VU, — — 24.3
”(at * Jaxj> Bz; | F 8z, (24.3)
onde
Rij = p(éuz (5u]> (24.4)
¢ o tensor de tensoes de Reynolds (simétrico, 6 componentes independentes).

A equagdo RANS tem a mesma forma que Navier-Stokes para o escoamento médio U, mas
com um “estresse” extra R;; vindo das correlagoes quadraticas das flutuacoes. A equacao pode
ser escrita em termos do tensor de tensoes efetivo:

off = —(P)dij + 21 Ejj — R, (24.5)

4
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onde E;; = $(0U;/0x; 4+ 0U;/dx;) é a taxa de deformacio do escoamento médio.

24.4 O Problema do Fechamento

A equacdo RANS contém U (3 componentes) e (P) (1 escalar) como incognitas, mais as 6
componentes de R;j — total: 10 incognitas. Temos apenas 4 equagoes (3 componentes de RANS
+ incompressibilidade). Para fechar o sistema, precisariamos de equagoes para R;;.

Se derivamos equagoes para R;; a partir de Navier-Stokes, elas envolvem médias cibicas
(0u; du; duy). Equaces para as cubicas envolvem quarticas, e assim por diante — uma hierarquia
infinita.

Resultado 24.2 — O Problema do Fechamento

As equacgOes para os momentos estatisticos do campo turbulento formam uma hierarquia
wnfinita: a equacao para o momento de ordem n sempre envolve o momento de ordem n + 1.
Nao existe maneira rigorosa de truncar esta hierarquia. Qualquer tentativa de fazé-lo € um
modelo de fechamento — uma aproximacao sem justificativa fundamental.

24.5 Viscosidade Turbulenta e Energia Cinética Turbulenta

O modelo de fechamento mais simples é a hipotese de Boussinesq (1877):

oU; 8Uj 2
= ZKi;, 24,
Hij = —pr (m«ﬁ Bxi>+3 j (24.6)

onde pr é a viscosidade turbulenta (ou “de redemoinho”, eddy viscosity) e

1 1
K= §P<’5u‘2> = §Rii (24.7)

é a energia cinética turbulenta por unidade de volume.

Com esta hipétese, a equacdo RANS se reduz a Navier-Stokes para U, com viscosidade efetiva
Heff = p + pr e pressao efetiva Peg = (P) + %K Para a atmosfera: pr/pu ~ 10% — a difusdo
turbulenta domina esmagadoramente.

Observagao. A hipotese de Boussinesq ndo ¢ uma lei da fisica. E uma suposicio conveniente que
funciona razoavelmente para escoamentos cisalhantes simples, mas falha para muitos escoamentos
complexos (recirculagdo, separacao, rotacao forte). Modelos mais sofisticados (k-¢, k-w, LES)
tentam capturar mais da fisica, mas todos envolvem algum grau de arbitrariedade.

24.6 Exemplo Trabalhado: Tensao de Reynolds em Escoamento Cisalhante

Exemplo 24.1. Num escoamento turbulento entre placas paralelas, o escoamento médio é U =
(U(z),0,0). Identifique a componente principal da tensdo de Reynolds e interprete fisicamente.

Solucao. A equagdo RANS na direcao x, em regime estacionario:

oP) | dU  OR,.

0=—
Ox +'udz2 0z '’

com R, = p(duy du). A tensao de Reynolds R,, tem o papel de uma tensdo de cisalhamento
adicional: flutuacoes turbulentas com du, > 0 e du, < 0 (ou vice-versa) transportam momento
x na direcdo z, “misturando” camadas de diferentes velocidades. Pela hip6tese de Boussinesq:
R,. =~ —pp dU/dz, com o sinal correto para que a turbuléncia “resista” ao gradiente de velocidade.

O
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Conexao com Fisica Teorica

O problema do fechamento na turbuléncia é formalmente idéntico ao problema da hierarquia
BBGKY na teoria cinética dos gases: a equacao para a funcao de distribuigdo de 1 particula
envolve a de 2 particulas, que envolve a de 3, etc. Boltzmann “fechou” a hierarquia
com a Stosszahlansatz (hipotese de caos molecular). Nao existe andlogo convincente para
turbuléncia. Em teoria quéntica de campos, hierarquias semelhantes aparecem nas equacoes
de Schwinger-Dyson para fun¢oes de Green; 14, a expansao perturbativa ou técnicas de grupo
de renormalizagdo permitem algum progresso. Na turbuléncia, ndao dispomos de pardmetro
pequeno: é um problema fortemente acoplado, andlogo a QCD a baixas energias.

Resumo

Turbuléncia: caética, dissipativa, multiescala, 3D. Decomposi¢cdo de Reynolds: u = U + du.
Equacdo RANS: Navier-Stokes para U, mais o tensor de tensoes de Reynolds R;; = p(du;0u;).
Problema do fechamento: hierarquia infinita de equagdes; nenhuma truncagem rigorosa existe.
Hipotese de Boussinesq: R;j ~ —ur(0;U; + 0;U;) + %K&Zj — simples, Gtil, mas limitada.
Leitura Recomendada

e Tong, Cap. 6, §6.1-6.1.1.

e Landau & Lifshitz, Fluid Mechanics, §33-34.

e Kundu, Cohen & Dowling, Fluid Mechanics, §12.1-12.3.
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25 Turbuléncia II: Cascata de Kolmogorov e Lei dos 5/3

Aula 25 — 10/06/2026 (Quarta-feira)
Referéncia: Tong, Cap. 6, §6.2-6.3.4

Objetivos de Aprendizagem

1. Formular as hipdteses de Kolmogorov (K41) sobre turbuléncia homogénea e isotropica.

2. Descrever a cascata de energia de Richardson: injecao em L, cascata inercial, dissipagao em
lo.

3. Derivar por analise dimensional as escalas de Kolmogorov (1, 7,, vy).
4. Derivar a lei do espectro de energia (k) ~ £2/3;=5/3 ¢ compara-la com dados experimentais.

5. Discutir as limitacoes de K41: intermiténcia e anomalias de escala.

Motivacao

Na aula anterior, vimos que a abordagem de médias de Reynolds esbarra no problema do
fechamento. Agora, tomamos um caminho diferente: em vez de tentar descrever o escoamento
médio, perguntamos sobre as propriedades estatisticas universais das flutuacgoes turbulentas. A
resposta — devida a Kolmogorov em 1941 (K41) — é uma das aplicacoes mais brilhantes de
anéalise dimensional em toda a fisica. A ideia central é a cascata de energia: energia é injetada
em grandes escalas, transferida sem dissipacdo para escalas cada vez menores, e finalmente
dissipada em calor nas escalas mais finas. A analise dimensional fixa completamente o espectro
de energia no regime intermediério (inercial), dando a famosa lei dos 5/3.

25.1 O Cenario Fisico: Separagao de Escalas

Considere um escoamento turbulento mantido em regime estacionario por uma forga externa que
injeta energia na escala L (a “escala externa” — tamanho da colher que mexe o café, tamanho do
aviao, etc.). A velocidade caracteristica nessa escala é AU, e o Reynolds é Re= AU - L/v > 1.

Fato experimental fundamental: embora a energia seja injetada em L, a dissipa¢do viscosa
ocorre em escalas muito menores. O motivo: para escalas [ ~ L, a dissipacdo viscosa ¢é
v(AU)?/L? ~ (AU)3/(L - Re) — desprezivel para Re > 1. Entfo, para onde vai a energia?

Resposta de Richardson: vortices grandes se fragmentam em vortices menores, que se
fragmentam em menores ainda, e assim por diante. A energia “cascateia” das grandes para as
pequenas escalas, sem dissipacao no caminho, até chegar a uma escala £y suficientemente pequena
para que a viscosidade finalmente a transforme em calor.

A metafora de Richardson (1922)

“Big whorls have little whorls
Which feed on their velocity,

And little whorls have lesser whorls
And so on to viscosity.”

(Parddia de um poema de Augustus De Morgan, 1872, por sua vez inspirado em Jonathan
Swift.)
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25.2 As Hipoteses de Kolmogorov (K41)

Kolmogorov (1941) formalizou as ideias de Richardson em trés hipoteses:

Resultado 25.1 — Hipoéteses de Kolmogorov

1. Isotropia local: para escalas [ < L, a turbuléncia é estatisticamente homogénea e
isotropica, independentemente da geometria da forcagem. A anisotropia da injecao é
“esquecida” pelas escalas pequenas.

2. Autossimilaridade (regime inercial): para escalas ¢y < | < L, as propriedades
estatisticas dependem apenas da taxa de dissipacao de energia por unidade de massa ¢,
e nao da viscosidade v. Neste regime inercial, a cascata ¢ livre de dissipacao.

3. Dissipag¢ao nas menores escalas: existe uma escala £y determinada por ¢ e v onde a
viscosidade finalmente dissipa a energia. Abaixo de £y, 0 escoamento é suave.

A taxa de dissipacao de energia € é a grandeza central de toda a teoria. Em regime

estacionario:
energia injetada por unidade de massa por unidade de tempo ou; |
e — = ) (25.1)
a{L‘j
Dimensionalmente: [¢] = L2T~3. Na escala de injegdo:
(AU)?
€~ . 25.2
= (25.2)
Este resultado notavel — que a taxa de dissipagdo é independente de v para Re > 1 — é a

pedra angular de K41. A viscosidade determina onde a energia é dissipada, mas ndo quanto é
dissipado.

25.3 A Cascata de Energia e a Lei de Kolmogorov-Obukhov

Considere vortices (“eddies”) de tamanho [ com diferenca de velocidade Awu;. A energia cinética
por unidade de massa nesses vortices ¢ ~ (Awy)?. O “tempo de cascata” — o tempo para um
vortice de tamanho [ se fragmentar — é:

l

~ — 25.
el o (25.3)

No regime inercial, a energia que flui através da escala [ é a mesma que foi injetada em L:

(Aw)®  (Aw)® -

25.4
T l (25.4)

Resultado 25.2 — Lei de escala de Kolmogorov-Obukhov

Auy ~ (e1)V/3 (25.5)

A diferenca de velocidade entre dois pontos separados por [ escala como [1/3. Note: isto é
muito mais “rugoso” que um campo suave (que daria Awu; ~ [).
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O Reynolds “local” na escala [ é:

Ay -l (eD)V31 V343

v v

Re; = (25.6)

Para [ grande: Re; > 1 (inércia domina, cascata continua). Para | pequeno: Re; diminui. A
cascata para quando Re; ~ 1.

25.4 As Escalas de Kolmogorov

A condi¢ao Reg, ~ 1 determina a escala onde a dissipagdo ocorre:

Resultado 25.3 — Escalas de Kolmogorov (escalas internas)
. I/?’ 1/4 I
Comprimento: n= <?) ~ R (25.7)
1/2
Tempo: iy = (K) , (25.8)
€
Velocidade: Uy = (ve)'/4. (25.9)
A razao entre escala externa e interna é:
L
~ ~ Re%/4 (25.10)
n
Para um avidao (Re ~ 107): L/n ~ 10%% ~ 2 x 10°. Com L ~ 3 m:  ~ 15 um.

Observagio. O nimero de graus de liberdade efetivos da turbuléncia 3D é ~ (L/n)® ~ Re/%.
Para Re ~ 107: ~ 10'6 graus de liberdade — muito além da capacidade de simulacdo direta
(DNS) atual.

25.5 O Espectro de Energia e a Lei dos 5/3

Definimos E(k) dk como a energia cinética por unidade de massa contida em escalas com nimero
de onda entre k e k + dk. A dimensdo é [E(k)] = L3T~2. No regime inercial (1/L < k < 1/n),
por K41, E(k) depende apenas de ¢ e k. Analise dimensional:

Resultado 25.4 — Espectro de energia de Kolmogorov

E(k) = Ck /3 k=53 (25.11)

onde Cx ~ 1,5 é a constante de Kolmogorov (determinada experimentalmente). Esta é
a lei dos 5/3, uma das predigbes mais bem verificadas de toda a mecanica dos fluidos.

Verificagdo dimensional: [¢%/%] = LY/3T~2, [k=5/3] = L%/3. Produto: L3T~2. v
Consisténcia com a lei de K-O: a energia contida em escalas <1 (k2 1/1) é:

OOE(k_/) Ak’ ~ 52/3k_2/3 — 82/3l2/3 ~ (Aul)Q )
1/1 k=1/1
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Compativel com Auy ~ (el)'/3.

O espectro completo tem trés regides:
1. k < 1/L: faixa de inje¢cao — forma depende da forcagem.
2. 1/L < k < 1/n: faixa inercial — E(k) ~ k~/3 (universal).

3. k 2 1/n: faixa dissipativa — E(k) decai exponencialmente.

25.6 Exemplo Trabalhado: Escalas de Turbuléncia Atmosférica

Exemplo 25.1. A turbuléncia na camada limite atmosférica tem AU ~ 2 m/s em escalas
L~1kmewv~15x107°m?/s. Calcule ¢, as escalas de Kolmogorov, e o Reynolds.

Solucgao.
e~ (AU)3/L =8/(10%) =8 x 1073 m?/s3.
—-5\3\ 1/4 —15
8 x 103 8 x 103

= (v/e)? = (1,5 x 1075 /(8 x 107%))Y/2 = 0,04 5.
vy = (ve)* = (1,2 x 107)Y4 = 0,02 m/s.
Re=AU-L/v~1,3 x 10%.

L/np~10%/(8 x 107%) ~ 1,25 x 10° .

1/4
) ~ (4,2 x 10734 28 %107 m ~ 0,8 mm.

A faixa inercial se estende por mais de 6 décadas em k: da escala de 1 km até ~ 1 mm. OJ

25.7 Limitacoes de K41: Intermiténcia

A teoria K41, apesar do extraordinario sucesso da lei dos 5/3, tem limitagoes conhecidas:

1. Intermiténcia: a dissipacdo e(x,t) nao é uniforme no espago — concentra-se em estruturas
finas (filamentos de vorticidade). Os momentos de ordem alta das flutuages de velocidade
desviam das predi¢oes K41. As correcoes sao chamadas anomalias de escala ou intermiténcia.

2. Universalidade incompleta: enquanto o expoente —5/3 é robusto, a constante C'x e 0s
expoentes de momentos superiores ({|Aw|P) ~ 1) mostram desvios de ¢, = p/3 (predicio
K41). A chamada lei dos 4/5 de Kolmogorov — ((Aw)?) = —2el — ¢ o tinico resultado
exato da turbuléncia, derivavel diretamente de Navier-Stokes.

3. Turbuléncia 2D: em duas dimensoes, a cascata se inverte: energia flui para escalas maiores
(cascata inversa de energia), enquanto enstrofia ((w?)) cascateia para escalas menores. Isso
é relevante para fluidos geofisicos quasi-2D.

— 10 —
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Conexao com Fisica Teorica

A turbuléncia é, do ponto de vista de fisica tedrica, um problema de teoria de campos fora
do equilibrio, fortemente acoplado, com simetria de escala andémala. A cascata de energia é
analoga ao fluzo do grupo de renormaliza¢ao: energia “flui” de escalas grandes (UV) para
pequenas (IR). A lei dos 5/3 é andloga a um expoente critico em transi¢des de fase — com a
diferenca crucial de que a turbuléncia é um sistema fora do equilibrio e o maquinario usual
de renormalizacao nao se aplica diretamente.

A intermiténcia — o fato de que ¢, # p/3 para p > 3 — é uma das grandes questoes abertas.
Ela sinaliza que a turbuléncia possui dimensdes andmalas, exatamente como operadores
em teorias de campo conformes podem adquirir dimensdes diferentes das dimensoes de
engenharia (“classicas”). Se alguém resolver o problema dos expoentes anomalos da
turbuléncia, tera resolvido um dos maiores problemas da fisica-matemaéatica. A conexéo
é tao profunda que Polyakov propds em 1993 que a turbuléncia 2D poderia ser descrita por
uma teoria conforme — uma ideia fascinante que permanece largamente nao resolvida.
Finalmente, vale mencionar que turbuléncia em plasmas (MHD turbulenta) é central na
fusdo nuclear por confinamento magnético, no vento solar, e no meio interestelar. Os mesmos
conceitos de cascata e andlise dimensional se aplicam, mas com a rica estrutura adicional
dos campos magnéticos.

Resumo do Mdédulo VI e do Curso

A cascata de Richardson transfere energia das grandes (L) as pequenas (n) escalas. Kolmogorov
(K41): no regime inercial (n < | < L), Auy ~ (el)'/? e E(k) = Cge?/3k=5/3 — a lei dos 5/3,
extraordinariamente bem verificada experimentalmente. As escalas de Kolmogorov n ~ L/ Re3/4
sao determinadas por € e v. Limitacoes: intermiténcia e dimensoes anémalas desafiam a fisica
tedrica moderna.

Retrospectiva do curso. Construimos, a partir de principios de conservacao e simetria,
uma teoria completa dos fluidos classicos: da equacao de Euler & de Navier-Stokes, das solugoes
exatas & turbuléncia, passando por ondas, instabilidades e dindmica geofisica. As equagoes
sao simples; a riqueza de comportamentos que delas emerge, formidével. A mecéanica dos fluidos
permanece uma das areas mais ativas da fisica — seja nos problemas fundamentais (existéncia de
solucoes de N-S, turbuléncia), nas aplicacoes (aerodinamica, clima, astrofisica) ou nas conexdes
com outras areas da fisica teorica (teorias de gauge, matéria topolégica, grupo de renormalizagio).
Esperamos que este curso tenha transmitido a beleza e a profundidade dessa disciplina.

Leitura Recomendada
e Tong, Cap. 6, §6.2-6.3.4 (Energy cascade, Kolmogorov, correlation functions).
e Landau & Lifshitz, Fluid Mechanics, §34.
e Kundu, Cohen & Dowling, Fluid Mechanics, §12.4-12.6.

e Frisch, U. — Turbulence: The Legacy of A.N. Kolmogorov, Cambridge University Press,
1995 (referéncia avangada).
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