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1 Ondas Sonoras I: A Equacao de Onda Actstica e a Velocidade
do Som

Topico complementar — Parte
Referéncia: Tong, Cap. 4, §4.4

Objetivos de Aprendizagem

1. Reconhecer por que a compressibilidade exige uma equagdo adicional — a equacgao de estado
— e qual é seu contetdo termodinamico.

2. Justificar a aproximacao adiabatica e deduzir a relacdo P/p? = const.

3. Linearizar as equagbes de Euler e da continuidade em torno de um fluido em repouso e
derivar a equacao de onda actstica.

4. Obter a velocidade do som ¢s = /(0P/0p)s e compreender a correcao adiabética de Laplace

sobre a estimativa isotérmica de Newton.

5. Caracterizar as ondas sonoras como longitudinais e nao dispersivas, e introduzir a impedéan-
cia acistica, a energia e a intensidade.

Motivagao

Na Aula 2 enunciamos a condi¢do de incompressibilidade V - 4 = 0 e observamos — quase de
passagem — que ela é vélida apenas quando |u| < ¢, sendo a razdo Ma = |u|/cs 0 nimero
de Mach. Dissemos entdo que “o fendémeno excluido por esta aproximacgao é o som”. O curso
inteiro foi construido sobre essa hipétese: Bernoulli, vorticidade, escoamento potencial, camada
limite, ondas de superficie, instabilidades, geofisica e turbuléncia foram todos tratados com p
constante. Chegou o momento de abandonar essa hipdtese e perguntar: que fisica nova surge
quando a densidade do fluido pode variar? A resposta é o som.

A pergunta é mais profunda do que parece, porque nos for¢a a reexaminar os fundamentos.
Quando p era constante, as quatro equagoes (Fuler + continuidade) bastavam para os quatro
campos (u, P). Agora p(z,t) ¢ também um campo dindmico, e precisamos de uma quinta
equacao. Essa equacdo vem da termodindmica — e é aqui que a temperatura entra, pela
primeira vez, na mecéinica dos fluidos.

1.1 Compressibilidade e a Equacao de Estado

A equacgdo de estado relaciona pressdo, densidade e temperatura. O exemplo familiar é a lei dos
gases ideais, PV = NkpgT, que reescrevemos em termos da densidade p = Nm/V (m é a massa

de cada particula):

p= Pkl (1.1)

m

A novidade conceitual é que, fora do equilibrio, tratamos P, p e T como campos locais P(x,t),
p(z,t), T(x,t) ligados ponto a ponto por (1.1). A existéncia dessa relacao é precisamente o que
nos obriga a acompanhar a temperatura: se P e p variam, T também varia. Ao longo de todo o
curso assumimos implicitamente que T simplesmente acompanhava P; agora precisamos de uma
regra explicita para sua evolugdo.
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1.2 A Aproximacao Adiabatica

A regra correta seria uma equacdo de transporte para T'(x,t). Tomamos um atalho fisico:
a aproximacao adiabatica. A ideia é que o tempo caracteristico do movimento do fluido
(uma oscilacdo acustica) ¢ muito menor que o tempo de difusdo de calor. As compressdes e
rarefacbes da onda sonora ocorrem rapido demais para que o calor se equalize entre regides
quentes (comprimidas) e frias (rarefeitas). Matematicamente: a entropia é conservada.

Recordando a primeira lei, dE = dQ + W com W = —P dV e, para processos reversiveis,
0Q) = T'dS. Um processo adiabatico tem 6@ = 0, logo dS = 0. Definindo as capacidades
térmicas a volume e pressao constantes, Cy = T(9S/0T)y e Cp = T(0S/0T)p, e sua razao
v = Cp/Cy, a integragao da primeira lei para um gas ideal fornece (ver Fisica Estatistica) que
S constante equivale a PV = const:

Relacao adiabatica (lei de Poisson)

Sob compressdo/expansao adiabatica de um gas ideal,

C
— = const |, v = P (1.2)

P TGy

Pela equipartigao, v = 5/3 para gases monoatémicos e v = 7/5 = 1,4 para diatéomicos. O ar
¢ majoritariamente Ny e Oy (diatémicos), logo var =~ 1,4.

Observagdo. A distincao entre + diatémico e monoatoémico €, no fundo, quéntica: os modos
rotacional em torno do eixo e vibracional da molécula diatémica tém energias de excitagdo acima
de kT a temperatura ambiente e, por isso, “congelam”. A velocidade do som no ar carrega,
portanto, uma assinatura silenciosa da mecénica quéntica.

1.3 Linearizagao em Torno do Repouso

Seguimos exatamente o método de perturbagoes lineares das Aulas 1620, agora permitindo que
p varie. O estado base é o fluido em repouso, homogéneo:

u=0, p=po, P =Py (constantes). (1.3)
Perturbamos com quantidades pequenas:
p=po+p, P=PR+P, u=a, (1.4)

mantendo apenas termos lineares em p, ﬁ,'& (todos < seus valores de base). A equacao da
continuidade d¢p + V - (pu) = 0 linearizada perde o termo @ - Vp (segunda ordem):

ap _
— u=0. 1.5
5 T ro V-u (1.5)
A equagdo de Euler p(dyu + u - Vu) = —VP linearizada perde o termo convectivo u - Vu
(segunda ordem) e V Py = 0:
ou ~
— =-VP. 1.6
Po 5 (1.6)

1.4 A Equagao de Onda Acistica
Combinamos (1.5) e (1.6): tomamos 9; da continuidade e V- da equagdao de Euler,
0%p ou ou

o ou_ 0u_ pep L
2 +pOV ot 07 pOV ot \% ) ( 7)

4
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de modo que

P a:
— — VP =0. L.
92 \% 0 (1.8)
Falta fechar o sistema relacionando P a . E aqui que a adiabatica (1.2) entra: como P = P(p, S)
com S fixo,
~ oP
P=(—) p=clp. 1.9
(57). 7= (19)

Substituindo em (1.8):

Resultado I.1 — Equagao de onda acustica

Pb aoos

ﬁ—csv p=0 (1.10)
As perturbacoes de densidade (e, por (1.9), de pressao) propagam-se como ondas com ve-
locidade ¢5. A mesma equagdo vale para qualquer equacao de estado barotropica P = P(p);

s6 o valor de ¢g muda.

1.5 A Velocidade do Som: Newton versus Laplace

A velocidade do som ¢ a raiz da derivada da pressao em relacdo & densidade, a entropia constante:

Co = <8a_];>5 (1.11)

Para o gas ideal sob a adiabatica (1.2), P = Py(p/po)?, logo (0P/dp)s = vFPo/po:

J2 T
o= ¢ 20 =/ 1EBZ0 (1.12)
po m

A velocidade do som depende apenas da temperatura (ndo da pressao ou densidade isoladas), e
cresce com +/1j.

Resultado I.2 — A correcao de Laplace

Newton, no Principia, supods (erroneamente) que as compressoes eram isotérmicas, ob-
tendo cYewton = | /Py/po. Laplace corrigiu: as compressdes actsticas sio adiabéaticas,

S
/ P
cgaplace — ﬁ cé\lewton _ % . (1.13)

introduzindo o fator /v

Exemplo 1.1 (Velocidade do som no ar). Para o ar a Ty = 288 K: Py = 1,01 x 10° Pa,
po = 1,23 kg/m3, v = 1,4.
Estimativa isotérmica de Newton: cs = \/Py/po = /1,01 x 10°/1,23 ~ 287 m/s.
Valor adiabdtico de Laplace: cs = /1,4 x 287 ~ 340 m/s.

O valor medido é ¢; = 343 m/s a 20°C — o fator /7 faz toda a diferenga. (Newton, batendo
palmas no patio de Nevile, em Trinity College, mediu cerca de 300 m/s, e atribuiu a discrepancia
a fatores espurios.) O
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Um fluido qualquer: o mdédulo de compressibilidade

Para liquidos a equacdo de estado nao ¢ a do gés ideal, mas (1.11) continua valida. Define-se o
moédulo de compressibilidade (bulk modulus) K = p(0P/9dp)s, de modo que ¢s = v/ K/po.
Para a 4gua, K ~ 2,2 x 10 Pa (muito maior que o de gases — ¢ dificil comprimir dgua) e
po ~ 103 kg/m3, dando ¢ ~ 1,5 x 103> m/s — o som viaja ~ 4,4 vezes mais rdpido na agua que
no ar.

1.6 Ondas Planas: Longitudinais e Nao Dispersivas

A equacio (1.10) é resolvida por modos de Fourier p = pel(kz—wt)

o

Esta é uma dispersao que ndo dispersa: todos os comprimentos de onda viajam & mesma veloci-
dade ¢s. Velocidade de fase e de grupo coincidem, ¢ = ¢4 = ¢s. Um pacote de ondas mantém sua
forma — razao pela qual o som de uma orquestra distante chega com as notas na ordem certa.
Contraste isto com as ondas de superficie dispersivas da Aula 16.

Reconstruindo a velocidade a partir de (1.6) com P = c2p, para uma onda plana propagando-
se na direcao k:

, com a relacdo de dispersao

P . ¢ -
k="/k. (1.15)
PoCs Po
A velocidade do fluido é paralela & direcdo de propagagao: as ondas sonoras sao longitudinais
(compressoes e rarefagoes ao longo de k), ao contrario das ondas eletromagnéticas, transversais.

Além disso, u, P e p oscilam todas em fase.

a:

1.7 Impedéancia, Energia e Intensidade Actstica

A razao entre a perturbaco de pressao e a velocidade do fluido numa onda progressiva é uma
propriedade do meio:

Impedancia acustica

Z=—==pyCs. (1.16)

| Mo

Unidades: Pa-s/m = kgm 257! (o “rayl”). Para o ar, Z ~ 1,2 x 343 ~ 410 rayl; para a
dgua, Z ~ 1,5 x 105 rayl. O contraste ~ 3500 explica por que tdo pouca energia sonora
cruza a interface ar-agua (e por que precisamos colocar a cabega sob a dgua para ouvir bem
debaixo dela): a transmissdo numa interface é governada pelo casamento de impedancias,
T =4Z175/(Z1 + Z3)?, exatamente como em linhas de transmisso.

A densidade de energia acistica tem uma parte cinética e uma parte “potencial” de com-
pressao:

1 ~2 ]52

e=5pot” + e (1.17)
— S
cinética ~—~

compressional

Numa onda progressiva P = pocst, as duas contribuicoes sao iguais (equiparticdo, como nas
ondas de gravidade). O fluxo de energia (vetor de intensidade acustica) é I = P, e seu valor
médio temporal:



Mecanica dos Fluidos — UERJ 2026.1 Suplemento: Ondas Sonoras

Resultado I.3 — Intensidade actstica

P P2
<I> = < > = amp = <6> CS . (118)
PoCs  2poCs
A energia é transportada & velocidade do som (que aqui coincide com ¢g). A intensidade é
o quadrado da amplitude de pressao sobre a impedancia pgcs.

Exemplo 1.2 (Decibéis e a sensibilidade do ouvido). O nivel de intensidade sonora é definido em
escala logaritmica, 8 = 101logy(I/Ier) dB, com L = 10712 W/m? (limiar de audicio a 1 kHz).
Uma conversa normal (~ 60 dB) corresponde a I = 107® W/m?. Por (1.18), a amplitude de
pressao é Pamp = v/2pocs] = \/2 x 1,2 x 343 x 10-6 ~ 0,029 Pa — cerca de 3 x 10~7 da pressao
atmosférica. No limiar de audi¢do (1072 W/m?), o deslocamento das moléculas de ar é menor
que o raio de um &dtomo: o ouvido humano opera quase no limite quantico do rufdo térmico. [

Conexao com Fisica Teorica

A relagdo de dispersdo linear e nao dispersiva w = cgk € idéntica & de um campo relativistico
de massa nula, com ¢s no papel da velocidade da luz ¢. Quantizando o campo de deslo-
camento do fluido, os quanta de som sao os fénons, com energia hw = hcgk e momento
hk. A linearidade w o« k é a marca de um bdson de Goldstone: o estado fundamental do
fluido quebra espontaneamente a simetria de translacio (escolhe uma densidade pg), € o
fonon é o modo de Goldstone associado. Essa é a mesma estrutura matematica que gov-
erna magnons em ferromagnetos, fonons em cristais e o0 modo de Anderson—-Bogoliubov em
supercondutores. Exploraremos as consequéncias mais profundas dessa analogia na Parte II.

Resumo

A compressibilidade exige uma quinta equacao — a equacao de estado — e, com ela, a termod-
inamica entra na mecanica dos fluidos. A aproximacao adiabatica (S constante) da P/p? = const.
Linearizando Euler e a continuidade em torno do repouso, obtém-se a equacao de onda 825 =
2V?2p com ¢ = \/(OP/9p)s = \/7Po/po (gas ideal). A correqdo adiabatica de Laplace (\/7)
reconcilia teoria e medida (cs ~ 343 m/s no ar). As ondas sao longitudinais e ndo dispersivas;
impedancia Z = pocs; intensidade (I) = P2,,/(2pocs).

Leitura Recomendada
e Tong, Cap. 4, §4.4 (Sound Waves).
e Landau & Lifshitz, Fluid Mechanics, §64—65.
e Acheson, Elementary Fluid Dynamics, §3.6.
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2 Ondas Sonoras II: Fontes, Efeito Doppler e Conexoes com a
Fisica Teodrica

Topico complementar — Parte I
Referéncia: Tong, Cap. 4, §4-4—4.5

Objetivos de Aprendizagem

1. Resolver a equagdo de onda para fontes esféricas, obter explicitamente o campo de uma
esfera pulsante e deduzir a lei oc w* da poténcia irradiada.

2. Deduzir, por contagem de frentes de onda, o efeito Doppler para fonte e observador em
movimento, e contrasta-lo com o caso relativistico.

3. Construir o cone de Mach como envelope de frentes de onda e relacioné-lo ao cardter nao
linear dos choques.

4. Diagonalizar as equagoes 1D via invariantes de Riemann, deduzir a velocidade de propagagao
dependente da amplitude e calcular o tempo de formacao do choque.

5. Derivar a métrica acustica de Unruh a partir do escoamento potencial barotrépico e identi-
ficar horizontes sonicos e a temperatura Hawking analoga.

6. Quantizar o campo actistico (fénons), obter a lei Cy, oc T2 de Debye e o critério de velocidade
critica de Landau.

7. Quantizar os modos-p por WKB (heliossismologia) e reconhecer o limite conforme ¢? = ¢2/3.

Motivacao

A Parte I estabeleceu a equacao de onda linear. As situacoes mais ricas sao justamente aquelas
em que a linearidade se rompe ou em que a geometria importa: uma fonte pontual que irradia,
um avido que ultrapassa a barreira do som, o interior de uma estrela que “toca” como um sino.
Cada uma abre, além disso, uma janela para ideias centrais da fisica tedrica — da quantizacao
de campos a gravidade andloga. Nesta parte tratamos cada tépico com as contas explicitas, ndo
apenas com a fenomenologia.

2.1 Ondas Esféricas e o Campo de uma Fonte Pulsante

Para uma fonte localizada e esfericamente simétrica, modos planos ndo sao o caminho natural.
Usando V25 = r~192(rp) para campos radiais, a equagio de onda (1.10) torna-se uma equagao
de onda 1D para rp:

P(rh) 20D _
oz " or?

0 — ,a(r,t):T;[F(t—r/cswa(tw/cs)}, (2.1)

com F' a onda emergente e G a incidente, que fazemos nula (G = 0) na auséncia de ondas vindas
do infinito.
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O campo de velocidade: termos de campo proximo e de radiacao

A velocidade reconstroi-se da equagao de Euler linearizada (1.6) com P = c2p. Escrevendo a

onda emergente como derivada de um potencial de fonte, F(t —r/cs) = Q(t — r/cs), temos
P=c2Q/(4mr) e

o iAo
vi- c—S[%+Q 7. (2.2)
r CsT

or A4r

Integrando pg ;& = —V P no tempo (o que troca Q — Q, Q — Q):

2 | Q(t—r/cs) +Q(t—r/cs) ;

u(r,t) = 2.3
(r:?) 47 po r2 CsT (23]
_— Y—-—
campo préximo radiagdo

Perto da fonte (r — 0) domina o termo o 1/r? — um escoamento essencialmente incompressivel,
como o de uma fonte pontual da Aula 2. Longe (r — o0) domina o termo de radiagdo o 1/7,
que carrega a energia ao infinito.

Esfera pulsante: a fonte monopolar

Considere uma esfera de raio R(t) = a+eel“!, com € < a, de modo que R = iweel?t. A condigdo
de contorno ¢é a igualdade entre a velocidade radial do fluido e a da superficie, @(a,t) - 7 = R.
Tomando Q(t) = Ae“! e substituindo em (2.3) em r = a:

A iz L 47r§oiw€fz
dmpo \a®  csa 2 (1+iwa/cs)

2 eiwa/cs

(2.4)

No limite de fonte compacta (wa/cs = ka < 1, esfera muito menor que o comprimento de
onda), A ~ 4npgiwea?/c2. A amplitude do campo de radiagao (segundo termo de (2.3)) é entdo
|tiraq| = w?ea®/(csr).

Resultado II.1 — Poténcia irradiada por uma fonte monopolar

A intensidade média no campo distante é (I) = %pocs|&rad|2. Integrando sobre uma esfera

de raio r, a poténcia acustica total é independente de r (conservagao de energia) e vale

wte? ot

P = 4nr? (I) = 2mpy (2.5)

Cs

A dependéncia P o< w? é o analogo actstico da lei de Rayleigh: fontes compactas irradiam

mal as baixas frequéncias. E a razao fisica de alto-falantes pequenos serem ineficientes nos
graves.

Resultado I1.2 — Decaimento 1/r e lei do inverso do quadrado

A amplitude de radiacio decai como 1/7, logo (I) o< 1/72: a poténcia (I)-4mr? é conservada.
E a mesma lei geométrica da radiacio eletromagnética e da gravitacio — uma consequéncia
do fluxo em trés dimensoes.
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2.2 O Efeito Doppler: Deducao por Contagem de Frentes

Seja fp a frequéncia emitida e ¢g a velocidade do som no referencial do meio (ar parado). Trata-
mos os dois casos separadamente e depois os combinamos.

Observador em movimento (fonte em repouso)

A fonte em repouso emite frentes esféricas separadas por A = ¢5/ fo. Um observador que se move
em direcdo & fonte com velocidade vopg encontra as frentes a uma taxa maior: a velocidade das
frentes relativa a ele é cs 4 vobs, € cOmo o espacamento A é inalterado,

Cs 1 VUobs Cs + Vobs
f obs = = f 0 .
A Cs

(2.6)

Fonte em movimento (observador em repouso)

Agora a fonte se move em direcio ao observador com velocidade vgppe. Durante um periodo
To = 1/ fo, a fonte avanga veontelp, encurtando o comprimento de onda emitido na diregao do
movimento para

Cs — VUfonte Cs Cs
N = _ T = = _— = = = _ 2.7
(s — Vtonte) To o Jobs W Jo Ce — Vtonte (2.7)
Combinagdo
Resultado I1.3 — Efeito Doppler actistico
Cs + Vobs
= fq— " 0P 2.8
Jons = Jo Cs F Vionte ( )

Sinais superiores: aproximacao (frequéncia sobe); inferiores: afastamento. A assimetria entre
Uobs € Vtonte ¢ fisica, ndo um artefato: o meio define um referencial privilegiado. Expandindo
para velocidades pequenas, fobs & fo[1+ (Uobs+ Vtonte)/¢s] — s6 a velocidade relativa importa
em primeira ordem, e a assimetria aparece em O(v?/c2).

Observacdo. Para a luz ndo ha meio, e a relatividade restrita forga a simetria:

1-p
bs = for/ —— = v/e, afastamento
fow = fo[155  (B=vle ),
funcdo apenas da velocidade relativa v. A assimetria entre fonte e observador no caso do som
é, portanto, uma assinatura direta da existéncia de um meio material — precisamente o que
Michelson e Morley ndo encontraram para a luz.

Exemplo 2.1 (A sirene da ambulancia). fo = 700 Hz, vionte = 30 m/s, observador parado,
¢s = 343 m/s. Aproximando-se: fops = 700 - 343/313 =~ 767 Hz. Afastando-se: 700 - 343/373 ~
644 Hz. O salto de ~ 123 Hz na passagem — quase trés semitons — é a queda de tom familiar.
A mesma fisica, na luz, é a base do desvio para o vermelho cosmologico e da velocimetria de
estrelas. O

2.3 Regime Supersodnico e o Cone de Mach

Quando a fonte se move mais réapido que o som (v > ¢, Ma = v/cs > 1), ela ultrapassa as frentes
que emite. Construimos o cone de Mach como envelope dessas frentes.

— 10 —
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Construgcao do envelope

Considere a fonte na posi¢io atual O. A frente emitida hd um tempo 7 é uma esfera de raio cs7,
centrada no ponto O’ que a fonte ocupava entao, a uma distancia v atras de O. A reta que
parte de O e tangencia essa esfera faz, com a trajetéria, um dngulo u tal que o cateto oposto €
o raio cs7 e a hipotenusa é vT:

. CsT Cs 1
Sl T v Ma (2.9)

Como o resultado independe de 7, todas as frentes tangenciam o mesmo cone — elas o envelopam.
A superficie do cone é uma descontinuidade de pressdo, densidade e temperatura: uma onda de
choque, cuja chegada ao solo é o estrondo sénico.

Exemplo 2.2 (Caga a Mach 2). Ma =2 = siny = 1/2 = p = 30°. O observador no solo s6
ouve a aeronave depois que o cone o alcanga: a aeronave chega antes do préprio som. O
2.4 Nao-Linearidade: Invariantes de Riemann e Formacao de Choques

O choque é, na origem, um fenémeno ndao linear — na Parte I descartamos o termo @ - V.
Restaurando-o em 1D, com equagdo de estado barotropica P = P(p) e c2(p) = dP/dp, as
equacoes sao
. 0
(continuidade) — +u——+p=— =0, (2.10)
ou ou cop

Eul = D R 2.11
(Euler) ot + Yoz p Ox ’ (2:11)
onde usamos p~ 19, P = (c2/p)0yp. A chave é introduzir a variavel
Pes(p') ) 0Q ¢ Op 0Q ¢ Op
= d d d —_— =, —=——. 2.12
Q)= [ =4y, demodoane  GE=%T 1= (2.12)

Multiplicando a continuidade por ¢s/p obtemos 0;Q + © 9, Q + ¢s Oyu = 0; a equacdo de Euler
vira O + u Opu + ¢ 0,Q = 0. Somando e subtraindo:

Resultado II.4 — Invariantes de Riemann

As combinagoes Ry = u + @ satisfazem

[gt + (uics)aﬂ Ri=0 (2.13)

Ou seja, Ry é constante ao longo das curvas caracteristicas Cy definidas por da/dt = u=tcs.
As equagoes foram diagonalizadas: cada invariante propaga-se & velocidade local u + ¢g.

Gds ideal: avaliando Q explicitamente
Para P = Kp? temos ¢ = vKp'™" = c2(po)(p/po)’ ™", logo s oc p"D/% e

2¢q

Q(p)z/p CS(fl)dp’z 2 [es(p) — cs(po)] = Ri=uz (2.14)
P

o P -1 Y-
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Ondas simples e o empinamento

Suponha que numa regido R_ = u — 2% seja constante (por exemplo, conectada a uma zona em
1 ’

repouso). Entdo cg fica determinado por u, e ao longo de cada caracteristica C' tanto u quanto
¢s 830 constantes — sdo as ondas simples. A velocidade de propagacao de um ponto de dado
“e d 1
T ¥+

— =u4+c=c+—u, 2.15

dt T (2.15)
onde ¢y = ¢s(po) e usamos cs = ¢o + VT_lu As cristas (maior u) viajam mais rapido que os vales:
a onda empina.

Resultado I1.5 — Tempo de formacao do choque

Para um perfil inicial de onda simples u(z,0) = up(§) (com £ o rétulo de cada caracteristica),
as caracteristicas © = £ + [¢o + %rluo(f)] t cruzam-se quando Oz /9¢ = 0, isto &, no instante

te = —2 (2.16)
* 7 (y+ 1) ming uj(€) '

(avaliado no ponto de gradiente negativo mais ingreme). Em t, a inclinagdo du/dx diverge
e forma-se o choque. E o mesmo mecanismo da equacdo de Burgers e dos engarrafamentos
de transito.

As caracteristicas desenham, no espago-tempo (z, cot), “cones de som” a £45° — o anélogo
hidrodindmico exato dos cones de luz. Essa observacao nao € acidental: ela é a versao linearizada
da estrutura causal que tornamos exata a seguir.

2.5 A Meétrica Actuistica e a Gravidade Analoga

Mostramos agora que o som num escoamento de fundo obedece ezatamente & equagdo de um
campo escalar sem massa em um espago-tempo curvo — o resultado de Unruh (1981) que funda
a gravidade analoga.

Equacoes do escoamento potencial barotrépico

Suponha o escoamento irrotacional, u = V¢, e barotropico, P = P(p). Definindo a entalpia
especifica h(p) por dh = dP/p, a equacao de Euler integra-se na equagao de Bernoulli dependente
do tempo:

dp 1
a2
A isto juntamos a continuidade dp + V - (pV ) = 0.

dh 1dP ¢

Vo> +h(p) =0, com —=-—"==, (2.17)
dp pdp p

Lineariza¢cdo em torno de um fundo arbitrdrio

Perturbamos em torno de um escoamento de fundo (pg, ¢¢) com velocidade vg = Vg (que pode

variar no espaco): ¢ = ¢g + ¢1, p = po + p1. A Bernoulli linearizada d& uma relacdo algébrica

para pi:
8@[)1 Cg . . Po 6
E+UO‘V¢1+%P1—0:>91— 2 a‘FUO‘c o1 - (2.18)

Substituindo p; na continuidade linearizada d¢p1 + V - (p1v9 + po V1) = 0, obtém-se uma tnica
equagdo de segunda ordem para ¢1. Apds arranjar os termos, ela tem precisamente a forma
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covariante

Ou(v=99" 8u1) =0 (2 =t, 2%, (2.19)

com

J=gg" = -1 —vf A (2.20)
2 —vd 259 —vivd ' '
Resultado I1.6 — A meétrica acustica de Unruh

Invertendo, as flutuagoes sonoras propagam-se como um campo sem massa g1 = 0 na
geometria efetiva (em 341 dimensoes)

a5 = 20 [ — (2= ?)dt? — 20 - ddt + da - daz} (2.21)

o
Cs

O escoamento de fundo vg(x) entra como um termo de arraste gy;, exatamente como o desvio
(shift) na métrica de um buraco negro em rotagao.

Horizonte sénico e temperatura Hawking andloga

O coeficiente de dt? é gy o —(c2 — v2). Ele troca de sinal onde a componente normal do
escoamento iguala a velocidade do som, |vg)| = ¢s: ali se forma um horizonte sénico. Som

emitido a jusante de uma regido onde vy > c¢s nao consegue ‘nadar contra a corrente” para
escapar — é a versao acustica do horizonte de eventos. A gravidade superficial do horizonte é o
gradiente de (cZ —v32,) ali, levando a temperatura Hawking anéloga

kpTy = (2.22)

h |0
o ‘an(UOJ_ _Cs)

horizonte

A predigao foi testada em condensados de Bose—Einstein (Steinhauer, 2016 e seguintes), onde se
observou o espectro térmico de fonons emitidos por um horizonte actstico — a gravidade analoga
é hoje um laboratério real para a fisica de horizontes.

Conexao com Fisica Teorica

A Eq. (2.21) é exata na aproximagcao linear: nenhum limite de campo fraco é necessario. O
que ndo emerge ¢ a dindmica de Einstein — a métrica acistica é fixada pelo escoamento de
fundo, ndo por equagdes de campo gravitacionais. Por isso a gravidade analoga reproduz
fielmente a cinemdtica de campos em espagos curvos (radiagdo Hawking, criagao de particu-
las cosmolégica, superradiancia) mas nao sua dindmica. Os “cones de som” do empinamento
nao linear (Eq. (2.13)) sdo a versao mais simples dessa mesma estrutura causal efetiva.

2.6 Fonons: Quantizacao do Campo Actstico

A linearidade da equacdo de onda permite expandir o campo de deslocamento (ou o potencial
¢1) em modos normais e quantizé-lo como uma colegdo de osciladores harménicos — um por
modo (k, polarizagao):

’ h (o ke ot —i(kr—w Ao
¢1(33,t) = Z m(ake (k z kt) + aTk: e (k:l: kt)) ) [akv (11,;:,] = 5kk/ ) (223)
k

13 —
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com wy, = ¢s|k|. O hamiltoniano torna-se H = Dk hwk(&L&k + 3): os quanta sdo os fonons, de
energia hwy, = hcs|k| e momento hk. A dispersdo linear w o k, com ¢5 no papel da velocidade da
luz, identifica o féonon como um bdson de Goldstone da simetria de translagdo espontaneamente
quebrada pelo estado fundamental.

A lei Cy x T2 de Debye

A dispersao linear fixa a densidade de modos. Em 3D, o nimero de modos com |k| < k &
Vk3 /672 (por polarizacio), de modo que a densidade de estados em frequéncia é

g(w) dw oc w? dw. (2.24)
A energia térmica é E = waD hw g(w) ehw/‘,f#. A baixas temperaturas o limite superior pode
ir a oo; reescalando x = hw/kpT,
< p3dr 7t ok
EoxT! =—T" = |Cy=—zxT® 2.25
> /0 e —1 15 V=oar ™ (225)

Esta é a célebre lei T2 de Debye para o calor especifico de sélidos — consequéncia direta da
dispersdo actstica linear, exatamente como a lei de Stefan-Boltzmann o< 7% decorre da dispersio
linear dos fotons.

O critério de velocidade critica de Landau

Num superfluido, uma excitagao de energia £(p) e momento p s6 pode ser criada por um obstéaculo
que se move com velocidade v se a conservagao de energia e momento permitir, o que exige
v > e(p)/p. A velocidade critica abaixo da qual o escoamento é sem dissipagio é

Ve = min =) . (2.26)

p p
Para o ramo fondnico € = ¢gp, isto da v, = ¢g: abaixo da velocidade do som, nenhum fénon pode
ser emitido. E o andlogo microscopico exato do limiar de Cherenkov e da velocidade minima das
ondas capilares (Aula 18).

Conexao com Fisica Teorica

A mesma estrutura — modo de Goldstone com dispersdo linear — governa féonons em cristais,
mégnons em (anti)ferromagnetos e o modo de Anderson-Bogoliubov em supercondutores.
Em superfluidos, além do “primeiro som” (oscilacdo de densidade) existe o segundo som:
uma onda de temperatura/entropia em que as componentes normal e superfluida oscilam
em contrafase. E um modo actistico de natureza inteiramente nova, sem analogo num fluido
classico simples.

2.7 Heliossismologia: O Sol como Cavidade Ressonante

Uma, cavidade 1D de comprimento L suporta ondas estacionérias com frequéncias discretas w, =
nmes/L — o principio do tubo de 6rgao. O Sol é uma cavidade gigante para ondas sonoras
(modos-p, em que a pressao é a forga restauradora), aprisionadas entre a superficie e camadas
profundas onde sdo refratadas de volta pelo crescimento de ¢s o< /T com a profundidade.
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Quantizacao WKB e separacao assintotica

Para um perfil ¢5(r) que varia lentamente, a condi¢do de onda estacionaria é a quantizacio WKB
entre os dois pontos de retorno rq, ro:

T 2 2
1 Cg r

"2 2—w2 (041
/kr(r)dr:(n+a)7r, o —we U (2.27)

onde o termo £(¢+1)/r? vem da estrutura angular (harmoénicos esféricos de grau £) e w, = ¢s/2H,,
¢ a frequéncia de corte acustica (H, = escala de altura da densidade): ondas com w < w,
nao se propagam, sao evanescentes. Para os modos radiais de alta ordem (w > w,, ¢ pequeno),
kr ~ w/cs e (2.27) da frequéncias igualmente espacadas, v, ~ (n + «)Av, com a grande
separacao

Ay = <2 /OR Csd(:)>_1 (2.28)

— o inverso do dobro do tempo de travessia actstica da estrela.

Conexao com Fisica Teorica

A heliossismologia inverte (2.27): medindo milhares de frequéncias v,, com precisao de
partes em 10° (SOHO, GONG), reconstréi-se o perfil interno c(r) — e dele a temperatura,
composicao e rotacio do Sol. E uma tomografia actstica, irma da sismologia terrestre, hoje
estendida a milhares de estrelas pela asterossismologia (Kepler, TESS, PLATO). A propria
estrutura — modos de uma cavidade rotulados por (n,#,m) — é idéntica a dos niveis de
um atomo ou de um poco de potencial quéntico.

2.8 O Limite Conforme: ¢? = ¢?/3

H4 um valor de ¢ central em fisica de altas energias. Para um fluido relativistico, T =
(e + P)utu”/c® + P g", com utu,, = —c?. Seu trago é

TH,=—(c+ P)+4P =3P —¢. (2.29)

Um fluido conforme (sem escala de massa intrinseca) tem trago nulo, 7%, = 0, o que impde
e =3P, isto & P =¢/3. A velocidade do som relativistica é entao

dP 2 c
2 2
“ e 3 “ V3 e ( )

Cs

E a velocidade do som no plasma de quarks e glions ultrarrelativistico (RHIC, LHC) e no fluido
primordial. O valor ¢2 = 1/3 (em unidades de c) foi conjecturado como limite superior para
muitos sistemas, mas dados recentes sobre o interior de estrelas de néutrons sugerem que a
matéria nuclear densa pode ultrapassd-lo (c2 > ¢?/3) sem violar a causalidade (cs < ¢).

Observagio. A causalidade relativistica exige apenas ¢; < ¢. A condicio ¢ < ¢/V/3 ndo é
fundamental: é propriedade de teorias conformes e de muitos modelos fracamente acoplados.
Sua possivel violagdo em estrelas de néutrons — inferivel hoje de massas, raios e da forma de
ondas gravitacionais de fusdes (LIGO/Virgo) — é um indicador valioso de fisica nuclear nao
trivial, na fronteira entre QCD, astrofisica e ondas gravitacionais.

— 15 —
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Resumo

Fontes esféricas: amplitude oc 1/r, com campo préoximo (1/r2) e de radiagio (1/r); a esfera
pulsante compacta irradia P oc w?. O efeito Doppler (2.8), deduzido por contagem de frentes,
é assimétrico entre fonte e observador porque o meio fixa um referencial — ao contrario da
luz. O cone de Mach (sinpu = 1/Ma) é o envelope das frentes; o choque é a quebra nao linear
das caracteristicas de Riemann Ry = u £ 2¢5/(y — 1), com tempo de formagdo ¢, (2.16). A
métrica acustica de Unruh (2.21) emerge ezatamente da linearizagdo do escoamento potencial
barotropico, com horizontes sonicos e radiagdo Hawking analoga. A quantizacdo d& fomons
(Goldstone, Cy o< T de Debye, v. = ¢s de Landau). A heliossismologia quantiza modos-p numa
cavidade (Av = inverso do tempo de travessia). O limite conforme ¢, = ¢/v/3 ancora a discussio
em QCD e estrelas de néutrons.
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